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AVIS DU LIBRAIRE. 

Ce Traité est le cinquième Polumedu Cours élémen- 
taire de Mathématiques pures, de M, Lacroix; Cours 
qid comprend /'Axitbmétique^ /'Algèbre, la Géométrie, 
/a Trigonométrie rectiligne et sphérique, ainsi que 
/'Application de 1* Algèbre à la<iéométrie. On trouvera 
dans les Essais sur TEnseignement , du même Auteur ^ 
T analyse de' chacune de ces paftiesj audç(faelles font 
suites, le Complément des Elémens de Géométrie (^ou 
Élémens de Géométrie descriptive^ > l^ Traité élémen- 
taire de Calcul différentiel et de Calcul intégral et le 
Traité élémentaire du Calcul des Probabilités. 
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ieA déSitanA dej ceâ^g£xemptaireA. 



I 



î - - - - 







■IVÎO 



TABLE. 



B 



'^ES fonctions symétriques des racines des équa- 
tions ^ pag. 1 

Lêar definîtion et letirs propriétés , ' 3 

Relations des sommes des diverses puissances des lacinet d^une 
égoation avec ses coefficiens , 7 

Comment on peut exprimer tonte fonction s;y métrique des racines, 
au moyen de ces sommes, 9 

Formation d'ane équation dont les racines sont des fonctions quel- 
conques de celles d^une ëqnation donnée , I9 

Formation de Téquation ans quarrés des diffb'rences des racines , 14 

Théorie de l'élimination dans les équations k deux inconnues , d« 
qtillqne degré qu'elles «oient, i5 

Détermination des fonctions symétiiqoes des racines des équations 
à pAtmears inconnues , 18 

Théorie de VéUmmaûon entre un nomhreqyielconqae d'équations, %% 

9 De la résolution générale dtss éguations , a5 

î? Propriétés des racines de i'^uaiion^* — 1 = 0, ibèj» 

J\ Résolution des équaiions du deuxième degré, 3o 

^ j du troisième degré , 3a 

^ — — du quatrième degré, 37 
U Sur la résolution générale des équations d'un degré quelconque, 44 

\ ..,.. lorsque l'explosant est un nombre composé, 54 

y Réflexions sur cette résolution^ 5g 

\) Oi^servations sur les exf fessions des racines des équa^ 
tions du troisièmeet du quatiième degrés , 6a 

.Examen du cas irréductible de l'équation du troisième degré, ibiJ, 
Preuve directe que les troi« rapines sont. alors réelles, 68 

Méthode pour approcher des racines dans ce cas , 70 

Examen des racines des équations du quatrième degré , 7a 

Xjne équation du quatrièâae degré , dont les coefficiens sont réels , peut 
tou{omri étie décomposée en fiicteua^t réels du second^^egré, 76 
Incbayéhiens des formules générales, dans les appjiic«UQos numé- 
riques, * ' ' 77 

Des racines imaginaires en général, 80 

Tonte éiqnati^n d'un degré pair «st décomposable en facteurs réeb 
^ second degré, i^iV- \ 



- '1, 



4 



vj TABLÉ. 

Les racines d^une e'qnation quelconque sont on re'eUes on îfltifl'* 
ginaires, et de la forme de celles du second degré' , pag. 86 

Considérations tendantes & prouver qu^il existe une qnantite, soit 
rëelle, soit iniaginairc, qui sati fait & une équation quelconque, ib» 

Toute expression algébrique imaginaire est de la fornie^d:^^ V^ — i, 

88 

Moyens de reconnaître si nne équation a des racines réelles on 
imaginaires , 93 

Règle de Descartes sar le nombre des racines positives et néga- 
tives , . 93 

Cette règle donne le nombre exact des racines positives et des 
racines négatives , lorsqa^il n^ en a point d^imaginaires , 96 

Quelquefois elle fait connaître Texistence des racines imagi- 
naires , 97 

Méthode pour obtenir les racines imaginaires , 99 

De t extraction des racines d- s quantités en parties ccmi- 

jAensurables et en partie incommensurables , 100 

Dé^ Vabcdssement des équations , 1 06 

Une équatijon-s^abftisse lorsqu'on connatt une relation entre quel * 
qucs-unes de ses racines , ibid. 

Méthodes pour cfFectucr cet abaissement , ibicU 

Une équation qui a des racines égales , est susceptible d'abais- 
sement, 110 
Propriété générale des équations qui ont des racines égales , m 
Équations réciproques , m 
Les remarques faites sur ces équations s'appliquent à Téquation 
formée des racines imaginaires de Punité , et fournissent le 
moyen de résoudre l'équation y^ — i =0 , lorsque m est moindre 
que II, 118 
Méthodes ponr décomposer des éqnations en facteurs d'un degré 
donné, 133 
La détermination de ces facteurs , pour Te quatrième degré, d)nduic 
à la résolution de la proposée , ia6 

De r évanouissement des radicaux ; de la manière de 
fcnner une équation lorsquon a l'expression de sa 
racine , ^ i3i 

On fait évanonir les radicaux en. formant l'équation rationnelle 
de laquelle dépend la racine donnée , ibid. 

La méthode pour faire évanouir les . radicaux revient à l'élimina- 
'tion, / i33.- 



I 



i 



I 



TABLE. Vi) 

Cette méthode fait yoir à qael degré doit monter réqnatîon dont on 

a la racine ,^ pag. i34 

Méthode 4^1t!aler ponr la détermination d'une équation d^un degré 

quelconque, d'après la formel sa racine, i35 

Applications aux troisième , quatrième et cinquième degrés, i36 

IVleibode de Bezout pour rtsdudre les équations, ifo 

Des équations dont une des racines est la somme de deux radicaux 

du même degré , i4l 

De quelques transformations qui conduisent à la réso^ 

lution des équations des quatre premiers degrés^ i45 

Méthode de Tscfaimaûs, pour faire évanouir autant de termes 

qu'on voudra dans une équation , léfi 

Méthode de Cardan pour le troisième degré, i5a 

Méthode analogue pour le quatrième , i55 

Du développement des puissances fractionnaires et né" 
gaiiyfes en séries y 167 

Réduction des expressions iTratiormcUes en séries, par l'extractioa 

de ia racine qaarrée, . ihùi. 

Démonstration donnée par £u/er, de la formuia du binôme pour 

un exposant fractionnaire ou négatif, iSg 

Autre démonstratiwn , i63 

XJ&age de cette formule pour l'extraction des racines, 168 

Formules pour approcher rapidement de la racine d'une quantité 

irrationnelle, x^i 

Séries qui expriment les racines de l'équation du troisième degré 

pour le cas irréductible, 173 

Développement en série de (û + ft^— i )'"ri:(a — i V""0"*> '7^ 
Formule pour élever un polynôme à une puissance quelconque , 180 
Développement de {a-hbx-h ex* -f. dx^ 4- etc. )• , 184 

De la sommation des séries dont le terme général est une 

fonction rationnelle , et entière du nombre de leurs 

termes y 188 

Sommation des puissances semblables des termes de la progression par 

difièrences , ihid, 

■ Séries que l'on pent sommer par les précédentes, 193 

Xfote sur les nombres polj-gones, jg6 

Séries récurrentes, igj 

Manière de dtveioppf'r en série une fraction rationnelle, ibid, 
Jacerticade de h simple inductionf aoo 






VJi] TABLE. 

JVotetnr l'emploi des suites réçanrenlos dans 1a résolution numé' 
rîqae des ëijuations , pag. .aoi 

Recherche du Texpressionde la Êçmme d^u» jio«ibre q^eleonqim 
de termes d'une série récurrente , 303 

Me'thode pour revenir d'4ine féiâe à .l«r£rfK(tioQ^4oBt(cUe est dé- 
rivée , ' ao3 
Recherche du tBrmfi génei^l d'une série 'jrécuneftte » ao6 
Inconvéniens du procédé suivi dans cette recherche, 3it 
Méthode pour reconnaître si une série proposée est récurrente , ai 3 

Développement en séries des exponentielles et des lo- 
garithmes, * 219 

Expression en série d'un nombre par son logarijthme, 333 

Expressions en séries du logarithme, au moyçn du nombre » 333 
Séries exprimant la relation q-ni existe eptre les logarithmes de plu- 
sieurs nombres consécutifs , / 338 
Manière de déduire imniediacemeiit dt VéqvtsùonfTsxa* , l'exprès- 
. sion de x eny , ^ . 33o 

Du retour des suites , aSa 

Des fractions continues , â35 

Leur origine , ibid. 

Règle pour convertir en fraction continue une fraction ordinaire^ 341 
'Règle pour former les fractions convergentes , a5o 

Propriétés de ces dernières, ihid. 

Insertion àtê fractions intermédiaires , ^59 

Application de la théorie précédente li la recherche des valeurs ap- 
prochées des fractions «cprimées par de grands nombres, a^ 
*XJne fraction continue périodique peut toujours être regardée comme 
^ la racine d'une équatiptfdu secoild degré, a^5 

De quelques autres transformations des frmstionSy 278 
Notions générales sur l':Analyse indétermùtée , a86 

:RésO(liiiion 4eft fwohlènes indéterminés du pnrmier degré , iàid. 
Des problèmes indéterminés qui passent le premier degré, .396 

Des propriétés des nombres. ' .3o8 

Des restes que laissent les puissances d'un nombre lorsqu'on les di« 

vise par le même nofiîbre preliîier, 3 10 

Théorème de Fermât, 3r7 

^Racines primitwes d'un nombre premier p, . B31 

De. la résolution de l'équation xP^^iszo, 3a3 

FIN DE. I.A TABLE. 



4* 



mjT'ipM^wwi— — — ■ Ml I I ■ ■■ ■ wm^mm^mmmmmm^^^t 



COMPLÉMENT 



DES 



ELEMENS D^ALGEBRK 



Des fonctions symétriques des racines des 

équations^ 

1. vJn appelle fraction cPune ou de plusiemrs quaiv* 
' 'tïtés^ toute expression composée de ces quantités, on 

dont la valeur en dépend : x*, -^ , sont des fonctions d« 

a:; ixX^by , 3 etc. sont encore des fonctions de 

X y lorsqu'on regarde les (piantités a et £« c et d 
I comme déterminées ou connues. L'expression acx^ — iy*, 

considérée par rapport aux quantités x et j', seules, est 
une fonction de x et y • les racines d une équation , dé- 
pendant de ses coefficiens. et de son exposant, sont 
par cette raison dles fonctions de ces quantités. 

Quoiquqn ne puisse obtenir en général les racine» 
'^une équation que par approximatif on avec des radir< 
çattgip il y a cependant des (^antités qui dépendent 
de ces racines , et • qui s'expriment d*une .maniàre 
rationnelle au moyen des coefficiens de Téquation pro- 
posée. Les quantité» dont je parle sont celles qu,i renfer^- 
xnent toutes les racines combinées d'oue manière sem- 

CompL des Elém, d*jilgk l 
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blable, soît entr'elles , soit avec d'autre» quantités ^ et 
que pour cela je nommerai fonctions symétriques» 
La somme des racines , celle de leurs produits deux à 
deux, trois à trois, etc., données respectivement par lea 
coefficiens du second, du troisième^ du quatrième ^ etc. 
termes, sont des fonctions symétriques. 

On reconnaît en général une fonction symétrique 4 os 
qu'elle ne change point de valeur, quelque permutation 
qu'on y fassa^ entre les quantités tlont elle dépend. 

Les fonctions qui n'ont pas ce caractère, dépendent 
d'équations plus élevées que le premier degré, parce que 
c'est une loi bien remarquable de l'Analyse , et une suite 
nécessaire d^ sa géa^rcUité / qÛ9 l'é^atiait d'où dépend la 
déterhiination d'une fonction quelconque, renferme tou- 
jours toutes les valeurs dontcette fonction est susceptible , 
en y échange^mt, les unes dans les autres > les (pilmtité» 
sur l'ordre et la valeur desquelles le» conventions n'ont 
rien établi de particulier. 

Les questions suivîtes , quoique très simples ^ répan- 
«dront le plus grand jour sur tout ceci. 



"-> 



a. Proposons-nous d'abord de trouver deux quantités 
dont lu somme soit p et le produit q* . 

En représentant par x et par y ces deux quantités , 
onâura 



^+y^ } d'où on tirera { ^■^P'i' 

les deux inccînnues x ety seront les racines d'une mêm« 
équation^ parce qu'elles entrent toutes deux de la même 
manière dans les conditions du problème. 

Je suppose maintenant qu'au lieu de chercher immé- 
diatement les quantités x ety , on se borne à demander 
la valeur de leur différence x-^y : ou l'obtiendra sarïi 
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ipeine , csàc, en irertu dés équatîom proposées , on aur4 

tetrancliant le second résultat du premier^ il viendra 

i'oà 

On pouvait prévoir d'avance qiie la fonction x*— ^ 
aurait deux valeurs , et que par conséquent elle dépen*- 
drait d'une équation du second degré; car rien dant 
renoncé de la question et dans la manière de la résou- 
dre -n'indiquait qu'on .chercliât x— -y ou ^— x, La 
fonction a:*-+-y% au con^aire, dans laquelle il est in- 
différent de changer X en y , et réciproquement, n'étant 
ausceptible que d'une seule valeur ^ ne dépendra que 
d'une équation du premier degré. £n effet, ai de l'équa- 
tion x*-j-axy^y^ = p* on retranche celle-ci^ 
iixyz=zaq^ il en résultera 

Ces rematqnes seront d'autant mieux senties , qif on sera 
plus habitué à la marche de l'Analyse. 

S. 11 est facile de voir que si «, /8, y, i" et t dési- 
gnent les racines d'une équation du cinquième degré , lea 
. ^ahtités 

«*4- fi^+ y*+ ^+ «• 
' ^ ^+ ^^^ y34, /3^ «« 

etc. .« 

•ont des fonctions symétriques de ces racines. Il en serait 
de niéme des puissances semblables des racines d'une 
4^àtion d'iin degré quelconque, I^ewton a donué de« 

I 1 • « 
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formules très élégantes pour les calculer sans qu'il soit 
besoin de résoudre l'équation proposée. Ces formules , 
qu'il ne démontra point , sont de la plus grande impor«» 
tance dans la théorie des équations; je vais y par- 
venir d'une manière simple^^ au moyen de la formule 
trouvée dans le n* 180 des Élémens. 

4. Soitr«+Px^'+Ç>--*4-itc"-^...+7!r4-t/=ro 
l'équation proposée ; le résultat de la division de son 
jpremier membre par j:— -« , ordonné par rapport kx, 
sera 



ce»"-»-}-» 


x'»-»+«» 


X"-3-h»» . 


x«-*. . 




+p 


+«p 


•+-•»/' 




-H«-*P 




+ ç 


4-Ç 
+ R 

• 







puis changeant « en /3^ on aura pour le quotient de la 
division par x — fi, 



af^-^'+fi 


x«-»4.^* 


X»-3+^3 


X"»-^ +/3«-' 


+P 


+fiP 


+fi'P 


' +^^^-^9 




+ Q 


+fiQ 


+^'»-3Q 


1 




, + R 


. +/8«T^fi 



+ T; 
de même, pour le quotient de la division par x—y, oa 
trouvera 



«"~'+y |x"'~»-4-y* 



-i-P 



+ Q 



*iii— 3 



-fy' 

+y»/> 

+ A 
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En contiiwant ainsi , on obtien4ra aiitant de qYiotieBs • 
• qu'il j JSL de racines -, et pour les ajouter ensemble , on 
représentera par S^ la somme des premières puissances 
des racines, jpax S^ celle de ;Iettrs secondes puiasances» 
par ^3 celle de leurs troisièmes, enfin par S» la somma 
des puissai^ices du degré tt :^on ^ura ainsi . 

S,=^ +fi +y +> +1 



» > î f r -■> 



.» 



5«==r u"'+fi'^ ^ ym + j« 4- 1»»; ' 

A V^ide de cette notation ^ on trouvera pour la somma 
de tous les quotiens don|nés cl^^esfj^s^ V expression ftuv* 



varite : 






nuT-'+S. Ix^-^^Sr f^^4-S3 |*"'^*...+ S„_,\ 
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Tphserye maintenant que ôhàque quotient particulier 
est le produit de tous je| factei^r»! de la proposée, ex-* 
cèpté celui par lequel on à diybé. Le premier de ces 
quotiens ,^ par exemple,, renferme tous les facteurs ^ 
excepté x—^« : le coefficient dé son second terme sera 
donc la sou^gàé ârtoùtes le» i-âdbîeà , excepté m, prises 
atecide».sig»es, Cisntrftîires icémàsaonf troisième terme, 
la soma^e de tous leurs produits .deux à deux, excepté 
cepx qui ««-aient formés^ de la lettre u combinée avec 
cb^une des. autres: le coefficientrdu quatrième termjé 
çofitiendrait dé même touïjle^ produits troid à tr^fîs , à 
rexcèption.lde; fcetix quÎTésidteraient de la leftw i* 



comlHii^ avec deux autres quelconcpieâ, et ainsi de» 
coeificîens suîvans. Ce qui vient d*être dit sur le premier 
quotient et pour la lettre «, aura lieu également paç 
rapport au second et à la lettre' ^, m troisième et à la 
lettre y, etc. 

Il résulte de là que le coefficient du second terme 
dans la somme des ^uotîqns ,. ou dana la:-fonction {A) „ 
est égal à m -r- 1 foi« la somme des racines prises avec 
un signe contraire ; car si toutes les lettres se trouvaient 
dans chaque quotient, on attrait m fois cette somme; 
mais comme cli^que lettre manquera une fois , d*aprèa 
ce qui a été dît ci-dessus, elles ne se trouveront. toqtes 
répétées que m— i foisl On aura donc (rk-^i^P 
pour le coefficient du secctod terme de (À}, et par 
conséquent 

• Le coeftcient du troisième lerme de la ièficlion (jfjj. 
contiendrait aussi m fois: les dij^ers produits des racine» 
*> l^k^r Ar ^*^' C99ibiBJées deux à deux, si toutes en- 
traient da*ns chaque quotient; mais chacun de ces pro-« 
.Qiiito mauqiie dans deux quotiens : 4»^, par exemple, 
ne se trouve ni dans le .premier nî dans le second ; 
tous ne seront donc rej^etes que. m — a fois ; et comm& 
leur somme est exprimée par Ç dans réquation,pro-i 
posée, on aujra (m-^^a) l^'pour Je coèfficîent dix .tr6i4 
sième terme de la fonction (!/^, d'où il résultera, _ 

^ t é t. » M 'X*-. .•V-*»» \ • • 

5. -4-- P5, 4. 7I^Ç.,T== (."«'— ^^ ) Qt.^ 

Be même le coefEciênt du quatrième' fôÂsie^dt» lA 
lonctk)n(:^.De.coxitieQ(kaquem***3 fois les div«»^pro- 
duits dé^ racines, prises aveb des ^gnes coniraires et com- 
binées trois» à trois; car. chacun dexes produits manquera: 
4^psiroia quotiens : "-*r«j6y, par exemple, ne «e trouvera . 
sii|a»â]e;preniier>nida]?LS lesecoiK^ nid^le^tixïijg^ei 
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«rosi leur somtôe étai< R âan6 Vé<(ùàtàon ptaposêe, 
(m — 5)R sera le coefficient cberèhé , et ôa aéra par 
conséquent 

On peut pousser ces Tâîsoniiïemenis aussi loin que l'on 
▼oakfr^, et on ^ tirera 



«te. j (etc. 

&« On cbtiebâra pa^ ioâs fonxiitités la «oimne des piuis^ 
sances des racines , tettt ^i» Te^içosant de ces puissances 
sera intnndre qt^ m, \ mais fîen n'est plus facile que de 
la trouver passé ce terme. En effet, ^1 suffit pour cela, 
comme Euîer Va remarqué, de multiplier Véquation 
proposée par x", il Tiendra 

• # 

mettant successivement m^fi^ y, ^^ etc. au lieu de x , 
on aura 



€TC* y" 

€t en àpà!ant ces résultats éhtV*eux, on conclura de 
la Aôtatibii adoptée. 



Cette équation ^e lieparifojtemeiravéclôsprécéd^iite», 
car en iitddanf nc=:o'^ on a ' 

. . j5;=±=v?o^«^-^>8« + y^-f^'+etc.; 

et comme «^=i, >r==i,y*=i, <r^«=:i, etc., il 
«uit de là que S^ égale L'uflité répétée aîutaht de foi* 



/ 
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qu*il 7 A de raclnea ^ ou égale ;»• Par cette ob6e]Tatio&» 
r^quation ci*<lessiid devient 

résultat dont la forme répond à celle de la dernière dei^ 
^quttions du numéro précédent > qui serait 

Ces équations » dont la loi est facile à saisir ^ renfer^ 
ment le théorème que Newton a énoncé dans don Arithmé^ 
tique univec^elk^ et qu'il a appliqué à Téquatioa » 
«♦•^ar'-— i9a:*-f-49x— 3o=so. 

J)ans ce cas particulier > où P=— i, Ç==5*-^I9ji 
fl=s-f-49> »S=— 3o, il a trouvé 

•S, = i, 5a=39, 53=2—89, tf4 = 7a5-: 

on trouverait de même; 

56=— 3849. 

6. Il est visible que si Ton fait a:= ~ dans Téquatibi^ 

proposée , qu*on en réduise, tous les termes au mênï!» 
dénoQiinateur > on aura une équation dans laquelta 
z =:: x'^\ et dont par conséquent les racines swont 
^-^ ^», y"'^ etc; dégageant donc de son coefficient 
la plus haute puissance de 2 , et mettant dans les der^ 
nières formules du n° précédent,. au lieu des coefficient 
P , Q, etc. , ceux de Téquation transformée , les quanti- 
tés SijSf^fSsy etc. deviendront les sommes des puissances 
négatives des racines de la proposée , et devront en con-* 
néquence être remplacées par •$_, , S,^ , 5_3, etc., en 
désignant* par 5_» la quantité «r-« -^ /g-» -j- etc. 

Nous ferons remarquer, qu'au moyen de cette nota--; 
tion , on peut changer le signe de n dans l'équation 
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et qu'on atixa Téquation 

qui fer^ connaître les relations des sommes i^s puis- 
sances uégatiyes^ soit arec celles des puissances posi- 
tives , soit entr'elles ; mais tant que n^^my ces der- 
nières relations sont exprimées plus simplement par c« 
qui a été dit ci-dessus. 

7. Avec le secours des résultats du numéro précédent ^ 
toute fonction algébrique ^ rationnelle et sjnaiétrique des 
racines d*une équation quelconque , pourra s'exprimer 
par les coefficiens de cette équation ; l'exemple qui vi^ 
suivre , quoique particulier ^ montrera suil^amment de 
quelle manière la cho^ doit s'exécuter en général. 

Soient m, fi et y les racines d'nne équation du .troisième 
degré : si on multiplié l'une par Vautre les quantités 
^» -f.^» -f- y» =:5i$, et •'' -f- ^ + r^=Sf, il en résulter^ 

mais la première ligne du premier membre est égale à 
Sn^p y et la seconde est ime fonction symétrique des ra-* 
cines « ^ fi et y formée en les combinant deux à deux | 
et en les affectant^ chacune à leur tour > de L'exposant n 
(Bt de l'exposant p : on aura donc ^ 

. ■ , ^ » 

II est facile de voir qu'en quelque nombre que soient le^ 

jracinesi»^ fi, y, etd., la valeur d'une fonction symétrique 

de la forme «"^ + etc. sera toujours Sn.Sj, — S^^p, les 

sommes SnSp et S^^p étant calculées pour le nombre de 

jracines que l'on considère. 

En multipliant par «^ + iS^ + y* := 5^, l'équation pré^jt 
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cédente ^ on aura 

tés deux premières lignes du premier membre de cette 
équation étant des fonctions symétriques formées dé 
produits de deux lettres , seront , d'après ce qui pré- 
cède , exprimées respectivement par 

« 

et on en conclura que la troisième ligne',. qui est une 
fonction symétrique formée de produite de trois lettres , 
fera égale à * 

On attrait enoorç iol, comme dans te éas-ptécédèilt; ûii 
résultat de la même forme, quel que. fût U nombre des 
racines; ensorte que Texpression ci-dessua est celle.de 
toute fonction symétrique composée de produits de trois, 
ràcines. 

' Le procédé dont j'ai fait usage pour découvrir les deux 
formules précédetitteô est géhér^l ; et éH continuant leé 
iîiultiplicatiohs , on parviendra' à ex^ttier une fonctîoi 
symétrique quelconque , qui ne preut^jàt&âis- offrir qu'une 
fuite de termes tels^que «^/S^^yf Jf^^'ete. , et dans leéqnelf. 
chacune des lettres «, /3| y > etCk 3e trouve affectée suc^ 
cessivement de tous le» expo^ans. 

La formule donnée ci-dessus , pour reXpressîon de la 
fonction symétrique M^fiPyf + etc. , doit être modifiée 
lorsque quélcjues-^ïns des exposai!»» rifp, q deviennent 
égaux. Pour fixçr les idées , je supposerai qu il n'y ait 
^e les racines « , fi, y^ ^. ' 



i 
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La fonction «^/S'^^^-f-eta^ composée de tons les ar-^ 
MDgemens possibles des expesans n^p^q sur les lettres^ 
»,fiyYi^» prises trois À trois , renferme en général vingt-* 
quatre termes distincts ;mais lorsque deux de ces expo-> 

sans deviennent égaux, comme dans la fonction ; 

•* /^ + ^")ô^+ etc. , elle ne contient plus que §ouze 
termes dilTérens , répétés cliaciin deux fois, et la valeur 
que donne dans ce cas l'expression ci-dessu? , est double 
de celle que doit avoir Tensemble des douze termes iné-» 
gaux. Si les trois exposans n,p et q devenaient égaux 
entr'eux , la fonction #t"/8Py* + ®^c- ^^ renfermerait plus 
que quatre termes différens , répétés cbacun si^ fois ; et 
dans cette hypotlièse , il faudrait prendre pour la valeur 
de ces quatre termes le sixième de 'son expression gé- 
nérale. 

Toutes les fonctions symétriques sont susceptibles de 
semblables réductions lorsqu'il j a égalité entre quelques* 
uns dé leurs exposans,; en comparant leur forme réduite 
dvec leur développement général'. On verra facilement 
par quel nombre il faut diviser l'expression que donn» 
pour ce dernier larmélliodeGi-deâéus. ^ 

Les fonctions fractioimaires ne doivent pi^ faire un 
article à part,, car lorsqu'elles sont symétriques , il en 
i^uke , après qu'on leur a donnl.«le méma dénomina-^ 
teur , une fraction dont les deux termes sont des fonc-<« 
^onift symétriqQes et entières. La fbncédn.' 

tr-H — +^+— + ?,4-^i par exemple, conduit à 
,.^ ^,^ + .«,>• ^,,4- yv4-ft^ ,&«Wt dont le 

numérateur et le déhominale^ sont des Bônctîons symé-» 
triques. Plusieurs Géomèties se sont occupés spéciale- 
mtit dé ces récherches , et Y^dermdndè , en particulier ^ 
4 imaginé une edpè<>e de s^ne; où «n algorithme, au 
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moyen duquel il a eoudtruit des formules générales qui 
donneht immédiatement l'expression d'une fonction sy- 
métrique quelconque. Ceux qui* seront curieux de,çon- 
luutre ces formules, pourront consulter son Mémoire 
{^^cad, des Scienc.yÇLnn, ijji). 

3. Si on avait une fonction dans laquelle il n*entrât 
que quelques-unes des racines de l'équation proposéi^ , . 
on pourrait encore , à l'aide de ce qui précède , parvenir 
a former la nouvelle équation dont elle doit dépendre.. 
Qu'il s'agisse , par exemple > de déterminer la somme, 
de deux quelconques des raciifes de l'équation, générale, 
Qu troisième degré ;' comme il n'y aurait pas de raison 
pour représenter cette somme par #-f-iS plutôt .qu0, 
par « + y , ou par /8 +y , ces trois expressions doivent 
être regardées CQmme autant de, valeurs dont elle ^st 
susceptible ; elle dépendra par conséquent d'une équa^ 
tion du troisième degré , ayant pour racines. ....... «\ 

#4-^8» « + y et /8 + y, et qu'on formera en égalait à 
zéro le produit des facteurs 

-' En effectuailt le calcul on trouvera ^ ' 

~(*»^4.*^» + «V + «y'' + i3*v+/3yO— a«i«y l • /^ 

f . ■ .t:, ■ » • li....» 

les coeffiçiens d^s» différentes ;puissançe§ de a dan« oè{ 
résultat, sont des fonctions syçiétriques, dont ontrouvera 
facilement l'expression, etl^s vâ|purs de l'incoiuiue ;» 
seront aussi celles de 4a fonction cherchée.,: - 2. - f- '^ ^4 
L'équation 'géniale du troisième degré étant repré—' 
sentée para^-f-jPa;*+ Qa7+,/l5:?b, pn^ura- 

- . «+/8 + y =-^P> 

. •' + /8* + y* + 3*i8.+ 3«y + 5^ = P^ + Ç, . 

fît f'fi + «iô» + *V + «y» + fi-y + iSy* == S,Sy — 5à i 
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mais on sl, par les équations du n^ 4i 

et de pins 

il -viendra donc 

et en dernier résultat , 

Z3 + 2PZ* + (P*+Ç> + PÇ — il — O. 

Cet exemple fait voir que pour trouver l'équation d'oà 
dépend une fonction quelconque des racines de la pro-* 
posœ j i\ £aut faire dans cette fonction toutes les per-» 
mutations possibles entre les lettres « , /8 y y ^ ^^ etc.; el 
désignant par «^ /S'y r, etc, les différens résultats obte- 
' nus ainsi ^ op égalera a zéro Jq produit des facteur$ 
as— /, z — /S', z — y', a — ^i etc. Les coefllciens des 
puissances de z dans Téquation à laquelle on- parviendra 
étant des fonctions symétriques des quantités *', p^, y, 
^, etc. qui renferment entr'elles toutes les combinaison» 
qu'on peut faire des quantités « , ^8 , y , l^, etc, dans là 
fonction cbercbée, seront aussi des fonctions symétriques 
de ces dernières , et pourront par conséquent s'exprimer 
sous une forme rationnelle par les coefficiens dé l^qua- 
tipn donnée. En effet , il est facile de voir qu'aucune des 
fonctions symétriques de «', fi^, y , ^', etc. ne peut 
changer de valeur , de quelque manière qu'on permuta * 
entr'elles les lettres « , /8 , y, ^, etc. , et cette invariabi- 
lité est, ainsi qu'on l'a vn plus haut, le caractère essen- 
tiel des fonctions symétriques. 

9. Les équations qui déterminent iS., S», S3, etc.; 
dans le n** 4, donnent aussi le» expressions suivantes : ^ 
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<?= 3 — ♦ 

fl= 3 — : — . 

etc. 

par le moyen desquelles on peut trouver les cpef^cleni 
. P, Q , R, etc. d'une équation x"* +Pj:"'~'+ etc. •= o, 
lorsqu'on connaîtra les Sommes «f o «^s> ^3> ^^^* ^^^ puis- 
sances de ses racines. 

Ces formules sont commodes pour former l'équation 
aux carrés àéé différences des jadnes d'une équation 
donnée {Élém* âo8)« 

Soit, pour exemple,' l'équation oc' — 7j;+7=o; dési- 
gnant par « , /$^ y les racbes^e la proposée , il viendra 

La somme des racines de cette dernière est 

(.- /9)» + (— yY + (/î - y)* = 
celle de leurs (piarrés 

l^e de leurs cubes , 

-|.i5(«</»*-Ht''/î*4-«V+««»y«+/8V+/8V) 
mais on trouvera par les formules du n* 4 » 
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At>mmûntdoncfif fuffii, les sommes développées ci-des^^ 
^U3^ ou aura 

/,=4a, /.=88fl, /3= 18669; 

et comme il existe entre /, , /^^ /s et les coe&cieni 
de l'équation en z, ijae je représenterai par...... 

j&^+p&* + f^*f'''=Of les mtnies relations qu*entr« 
?^r> «$ax «$!)> et les coefficiens P, Ç, R, on aura enco^a 
jpar les formules citées plus haut» 

^ par conséquent T équation (D) deyiendra 
comme dans le n^ so8 des Éiémtns» 

m 

10. La théorie de l'élimination , dans les équations à 
deux inconnues*^ dérive -d une manière bien simple de 
celle des fonctions symétriques , exposée dans les articles 
précédens. '^ 

Soient les deux équations 

îe moyen qui s'offre le premier pour chasser x de ces 
équations , consiste à prendre dans Tune d^elIes la valetu: 
déXf pour la substituer ensuite dans l'autre. Supposant 
donc que lequation (1) soit résolue , et qu'on en ait tiré 
les' diverses valeurs x=z»,x=zfi, a:=:y,a; = ^, etc., 
^comme elles appartiennent toutes à la question proposée^ 
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elles doivent être substituées indistinctement âansl*teuâ« 
tion (s) , et produiront ainsi autant de résultats délivré! 
de X, qixt Téquatton (i) a de racines : on aura sépa- 
rément ^ . , 

* 

V+iVy*-»4. ÇV"""'-t-^y"~^... +ry +Z'=o V... (3) 

etc. 

Aucune de cet équations , considérée eA particulier^ 
ne peut être la résultante cherchée ; mais cette dernièrù 
doit les comprendre toutes , et avoir lieu en même temps 
que chacune d'elles ; condition qu'on remplira eu les 
multipliant 0ntr*eIles , et en égalant le produit à zéro^, 
puisque ce produit deviendra identiquement nul^ quand 
l'un quelconque de ses fiacteurs s*évanouira. On voit de 
plus qu'il ne changera point , quelque permutation qu'ofi 
fasse dans l'ordre des quantités « > fi, 7, ^> etc. qui con^ 
courent toutes de là même manière à sa formation ; il ne 
renfermera donc que des, fonctions syitiétriques de ces 
quantités , et pourra par conséquent s'exprimer ration-i^ 
nellement par les coefliciens de l'équation (i). 

'Si les équations (1) et (u) ne renferment que deux 
inconnues x ety , et sont du même degré par rapport 
à Tune que par rapport à l'autre .l'équation finale en ^ 
ne s'élèvera point au^elà' du degré tti/i. En effet , la 
•on^ne des exposans de x et de y ne pouvant surpasser m 
dans chaque terme de l'équation ii),y ne se trouvera 
qu'au premier degré dans P, au deuxième dans Q , au 

troisième dans il au (m— 1)'^"' dans T, et enfin 

au m'^^^dans U, En examinant la composition des équa- 
tions qui donnent 5,, «S»» S3, etc. (4), on verra qup 
5, né pourra être que du premier degré en y ^ S^ du 
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lâeutïème, etc. A Taidede ces'i'emarqucs, on concevra 
facilement que Texpoisant de^ dans la valeur d'une fonc- 
tion symétrique quelcoiique «i"i^''yf^^.etc, (7) ne sur- 
passera poiatle nombre n+P'+tjfif-r-f^etc^ qui marque 
le degré detcette fonction : on porfrrà donc regarder lea 
diverses puissances de «i, fi, 7,^ y etc.^ comme des fonc- 
tions de y du degré marqué par Texposant dont elles 
sont affectées. Mais dans V équation (2) j^ la somme des 
exposans de x et dej^ n étant jouais plus grande que n , 
'P sera du premier degré en jr , Çy du second , K da 
troisième, 1" du (n — 1 )'"', et enfin Z' du n^*\ tous 
les termes des équations (3) pourront donc aussi étro 
regardés comme des fonctions de y du degré n au plus. 
Maixiteiïant ) si on fait attention que chaque terme du 
produit des équations i^ aura pour fiactem's un nombro 
m de termes de ces équations ^ on sera convaincu que y 
ne pourra s'y trojuVer affecté d'un exposanfl supérieur 
à mn. 

Ceux qui auront quelque peine à saisir les raisonne- 
xnens précédens y à cause de leur grande généralité ,' fe^ 
rontbien de développer le produit des équations (3) dans 
quelques cas. particuliers* 

11. Pour Sclaircir ce qui précède^ je vais en faire 
l'application aux deux équations 

a;* + Px + Q=o, o^ + P^x-f- Q'=ô(i?/eVn. ^88): 
4î et ^ étant les racines de la première^ on aura, en les 
substituant dans la seconde ^ 

Le produit de ces deux équations sera 

Compl. des Élém.''d*Alg. a 
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y + /i»=i^— aÇ, m + fi =— P. 

A l'aide de ces valeurs , le résultat ci-dessus deyieut 

+ ^^•9— PP'^ J^°* 

ott^ comme dans le numéro cité des Élémens, 

Remplaçant les lettres P et P'/Q et Q^> par les quan* 
tîtés qu^elles représentent ^ on aura Téquation finale en^. 

13. La théorie des fonctions symétriques trouve aussi 
son application dans les équations â plusieurs inconnues. 
Soient par exemple deux équations contenant les iocon^ 
nues X et y } si on désigne les valeurs de x par 

«*^,y*^> etc., 

celles de y par 

i/,i8',/,;^', etc., 

en sorte que »' corresponde im,fi' k fi, et ainsi de suite, 
toute fonction de ces quantités qui demeure la mémo 
lorsqu'on 7 change un groupe de valeurs dans un autre, 
et réciproquement, comme par exemple « et m' en fi et fi', 
puis iS et /S' en il et m\ est symétrique et peut s'obtenir 
rationnellement par les coefficiens des équations propo-* 
9ées : telle est la fonction 

en ne supposant que quatre valeurs à chacune des in- 
connues. 

Waring avait indiqué il y a long-temps, pour obtenir 
ces fonctions,. un moyen, qui d'ailleurs s'offre presque 
de lui-même ; c'était de faire afy'*' = t, et d'éliminer 
X ety entre cette équation et les proposées. La vé^ 
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«oltante en t ayant pour racinea les diverses combinai* 

sons ^ 

nP-V, ^^f', yP//^ etc., 

le coefficient de son second tSrme sertit un nombce 
équivalent à 

— («F/F'4- ^/Tf' + y»/!^ 4.etc.). 

Ce procédé exigeant qa*avec les équations proposées on 
en combine mie antre oà les inconnues x tty passent le 
premier degré , jette dans les embarras de rélimînation 
entre trois équations à trois inconnues , lorsqu'il, s'agit 
d'équations qui n'en contiennent que deux. M. Poisson, 
dans le onzième cahier du Journal de l École Pofy^ 
technique (page 1997 » a donné un moyen très ingénieux 
pour sauver cette di£Sicnké« 

Il.faitt=:x + jfy, ji^étSLat un coefficient indéteiv 
miaé qnelcpnque. Si l'on tire de cette équation la va- 
leur de a: ou de y , celle de x par exemple, qui est 
^ «. jty^ pour la substituer dans les deux équations pro^ 
.posées, les résultats en £ et jr seront encore du piéme 
degré; et si on élimine j^, l'équation finale en t aura 
pour iracînes les diverses valeurs que prend la fonction 
X'-^Ay t lorsqu'on substitue aux inconnues chaque 
groupe de leurs valeurs correspondantes ^ savoir : 

• + Am\ a + Afly^ -f. Ay\ /+ Ay, etc. 

La somme des puissances semblables de ces racines ^ 
ou la fonction 

(• + AJy + (/3 + A&y + (y ^Ay'y + etc. , 

sera exprimée par une fonction rationnelle des coeiEciens 
de l'équation en t^ qui ne contien(i|Qnt que ceux des 
^^oposées et la lettre 4\ sais k première de ces &qc« 

a.. 
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tlons, se d^velojipant ainsi quil sUît 



r(r— i)^* + etc.; 



i.a 



-f- etc. 

ne rçnferme qu'un nombre limité de puissances entières 
et positives de A , multipliées par des coefficiens qui 
sont indépendans de cette lettre que d*ailleurs rien ne 
détermine : la valeur que Téquation en t fournit de la 
même fonction^ doit donc se dévelcj^er ainsi , 

a -f- bj4 + cA*^ + etc. , 

aybyC, etc. désignant des quantités connues ; et l'on 
aura par conséquent • 

•'+/8'+y''+etc. =a , 
r (-'-'-' + /S-^y + y^V + etc ) = b, 

iS^'^ ^ ^ r^r-V» + /î'-y + y^V* + etc.) = c ; 

«te, 

équations qui feront connaître les fonctions symétriques 
d^ la forme 

mFa'P''+/SPfifP'^ etc., 

dans lesquelles p^j/z=zT, 

Si on multiplie la précédente par 

a^êif + ffff9' 4. etc. i 
le produit^ 

^^JP'-^' + p-^f^f^' 4. etc. 
4. ^mv'pi^f + ^^J^'p^^ + etc. 

comprendra deux fonctions symétriques , dont la pre- 
mière se déduira de «''Z'^+etc. enchangeantp enp -f ^, 
«tp' enp' +g': on déterminera donc la seconde; et ea 
/élevant ainsi de proche en proohe | comme on Ta indi- 
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Xfaê à regard des équations à une seule inconnue ^ dans 
le n<^ 7 ^ on obtiendra la valeur des fonctions symétriquea 
les plus générales. On peut yoir la loi de feur forma- 
tion dans. lea Meditationes algebraicœ de Waring 
(page aaB). 

i3. n est facile d'étendre ce qu'on vient ^e lire à 
lin nombre quelconque d'équationa contenant un pareil 
nombre d'inconnues. 

. Pour trois équations en a:, y, z, par exemple^ on 
prendra 

et substituant à x, la quantité t — Ay "^Bz, A et B 
étant des nombres quelconques^ on éliminera^ et z y 
«ntre les résultantes , ce qui qpnduîra- encorie à ' une 
équation en ^^ dont les racines seront 

M + A^+Bm'!,^ + A^'+Bfi\ ete.^ 
si on désigne par , . 

^> fiy y, J^, etc. ,. 
«, i8', y, /^etc.,. ' 

. «> ^,y%/>,etc.,. 

Tes valeurs correspondantes des. inconnues ^^j^ et-£.. 

La sommte, des puissances r de ces ;racines > que j[e 
représenterai j^ar. «Srr («^'-^ -^^ +^*"), s'exprima^it 
d'une manière rationnelie au moyen des coeiliciens de 
r équation en t^ si on la développé ainsi que sa valeur, 
suivant les puissances et lespmdtdt» d^s, lettres j^ et B, 
qui doivent rester indéterminées^ la comparaison dei 
termes, semblables par rapport à ces lettres, donneira les 
fonctions dé là forme ^" 

•' +i8'^+y 4- etlî. , 
#»^ V -if- yS^y -fl-ryrTrV .+- etc, , . 

-P-'''-"^ + ff'fff'^f.+y'^Kv''''' *+ etc. ,; ■ 

iaja.lesquelle» p 4" P' + P* == »■* 
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Par la nrahiplication et celles-ci^ on composera œllet' 
de la fonne 

14. Au moyen de ce quî précède^ on parvîendraît 
à régiiation d'où dépend une fonction donnée des in-* 
connues tr , jf , « , en formant dans ccftte fonction toutes- 
^les combinaison» possibles des valeurs correspondante» 
des inconnues , comme dans le n* 8 ; mais Tobjet principal 
dé ces recherclics estd*étendî« A Télinânation entre un 
nombre quelconque' d'équations , le procédé du n* 10, et 
d'en conclure la démonstration de la proposition géné- 
rale énoncée dans le tf* ig& des Éléméns. 

Pour cela soient quatre équations coMplètes^de Aegré* 
quelconques , renfermitot les inconnues j? , y , « et u ; si * 
entre les trois premières on élimine ailtefnâtiif«n»nt jr «t 
», X 9z,oç ety, cm aura trois vésldtats ea 

, ^etu» ^®*"> «et«* * ' 

€es dernières éqiiàtiôns. seroDft en général toutes trois- 
du mêiiè degré/ puîs<|uè les é.qu^tion». proposées étant 
complètes, chaîne des; inconnues. y entre de lia même 
inânière que les autres; désignant donc par » le degré 
ées nouvelles équations' , et concevant qu'elles soient 
irésolues, on tiriera dfe îapiremiêre , pow: ±^ n valeur»' 

^, fi, X, ^» etc., 
, de la seooD^ , powjX > » ^ralei^e .«orn^oadantes, 

• 

4e la tEoisième, pour z, n valeurs correspondantes. 

En substituant ces^^valtuçs 4âîi* 1^ qpi«tiième équ4ti<»^ 
proppaée, ç^e- je représente- par .. 
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métant Fexposaiitdeson degré , onformerales équation»- 

' particulières 

(#,•',•% u)«=o, 

etc., 

dont le nombre sera n , et auxquelles doirent satisfaire 
les diverses yaleors de u ; on conclura de là , comme dans 
le n® lo, que l'équation finale en u résulte du produit 
(•, •', m% ii)« (i, /S', fi", ^)"• (y, y', y', u)"etc. = o, 
comprenant n facteurs. 

Il ne renferme que des fonctions symétriques des 
yaleurs des inconnues x^y , :^, puisqu*en y changeant 
un groupe quelconque de ces yàleurs dans tout autre y 
on ne fait que changer V ordre des factejirs. On peut 
donc exprimer ce produit d'une manière rationnelle 
au moyen des coefficiens des trois premières équations 
proposées. 

On remaxquora d'abord que chacnn de ces fiicteurs a 
pour premier terme u"*, et que par conséquent le pre- 
mier terme du produit sera u"". Dan& tous les autre» 
termes , Texposant de u ne peut pas non plus s'élever au-r 
delà de mn; car la fomme des exposans des lettresx , y, 
£ et tt, dans l'équation (x,yi s> uy*=:o, ne pouvant passer 
le degiré m , celle des exposans des lettres m, m\ etc. , 
/B| fi^, etc. , y^ */, etc. et u, ne pourra surpasser mn dans 
le produit , et l'expression des fonctions symétriques qui 
compose4t les différens termes, ne s'élèvera pas aurdelà 
de leur degré. En effet, l'équation en i du a"* précédent 
ne peut monter plus haut que le degré le plus élevé des 
équations entre l'oina quelconque des lettres op^y^zH 
k lettre u; et si on lareprésente par 



j > 



J 
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u ne passer^ point le premier, dcgrç dans P^. 

le second dajia Q ,. 



le Ti'^*' dans V : 



les valeurs des fonctions de îa forme Sr («t-h^«'+i?««") 
ne comprendront par conséquent aucun terme où Fex- 
posant de u surpasse r , puisque leui: expression sera, 
celle de la fonction. «Sr dans le n^ 4* ^^ ^^^ de. là. que la^ 
valeur dp toute fonctipn de la forme 

ne pourra s'élever au-delà du degré p'^rj/ +p^ et^ 
que dans cellips de toutes les autres fonction s. symétriques 
déduites de. la multiplication de ces dernières , Texpo- 
sa.nt de la lettre u ne passera pas celui qui marque 
leur degré , ainsi qu'on Va affirmé plus haut. 
U n'y aura, donc enfin dans le produit 

(-., *', «", ur (^, fi^, fi\ W)"» (y, y', y\ u)'^ etc.. 

. • • • • • 

aucun terme où la lettre^w passe le de^é^'rr^h^."- - 

€es raisonnemens peuvent être facilement modifiés. 

pour un nombre quelconque d'équations ; et comme on- 

a déjà vu que pkour deuix équations à deux inconnues. 

Tune' du degré m ^^ l'autre du degré n ^ Téqûatidn finale* 

ne monte pas au-delà du de^é mn , il résulte donc de» 

oe qU*ori vient de prouver , que pour troi^ équations à 

trois inconnu es, dont les degrés respectif seraient m, n,p, 

l'équation finale ne passerait pas le degré fnn Xp, et 

ainsi de proche en proche ; donc enfin : le degré de té- 

quation Jinale , résultante de t élimination entre un 

Hombre^ quelconque d'équations complètes , renfermant^ 

un pareil nombre d inconnues et de degrés quelconques , 

est égal au produit des exposans qui marquent le degi^ 

4fi ses équçÙQns,^ ' 
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'A regard des équations particttlières qui D'août pas tous^ 
les termes compris daas les équations complètes, il 
pourrait seulement manquer aussi quelque terme dans 
réquation finale, qui par là se trouverait abaissée, ce 
qui ne change rien à Ténoncé du théorème. 

De la Résolution générak des Équations. 

i5. Ayant de s'occuper des équations générales, il est 
utile de connaître quelques propriétés des racines de 
réquation à deux termes,^" — • i = o, déjà considérée 
dans les Èlémens , n^.iSg. 

Soît, pour exemple, le cas particulier y^ — 1=0, dont 
les cinq racines seront désignées par 1 , « , fi, y et /- 
En le comparaiit à V équation 

on trouvem 

P=o, Q=o_r Jl==Oy S=o, T=—i; 
d'où , par les fonnules du n" 4 >. 

5, = 1. + •»+ /8»+ y«+ /»= o , 
S3^ l +:«'+/8»+ y»+ ^^ o,, 

^5 = 1 + -^+ /8*4. yS+ /«=5 J 

puis celle du n'S, se réduisant à .^s^., — Sk^^o, donnera 

Ss^^Oy Sj^^o, 5«=^o, .S^'s;©;^ 5io=5:5, «^11=0, - 
et ainsi de suite. , -^ 

Posant ensuite j^=-, réquatîonj^— 1=0 se change 
®9~6 — 1=0-, ou a*— 1=0, et Iesracines.de cotte^ 

* • . * 

4ernîèrè sont 1 ,-,-,-, j; ces expressions ont par' 

^ fi V ^ 
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conséquent les mêmes propriétés que i/m, fi,y et ^, 
puisqu'elles appartieânent à une équation entièrement 
temblabla àj^— -i^^o : on a donc encore 

# .1,1.1.1 



etc. 

II est facile de voir que les racines de toutes les équa-* 
tions de la forme y^ — i = o jouissent de propriétés 
analogues à celles qu'on vient d'exposer pour l'équation: 
y — i=o, et qui se prouveraient de la même ma- 
nière: ainsi, 1, M, fi, '/y ty ty etc. étant les racines 
de l'équation j?»— i =o, on aura 

5„=ri4.««4-/8"»+y"-|-^ + f*4-etc. = o, 

si m n'est point un multiple de n; et la même quantité 
deviendra égale à n, lorsque m sera un multiple de n. 
La quantité iiiverse 

aura les mêmes valeurs dans les mêmes circonstances» 

i6. Quand l'exposant n est un nombre premier > les 
racines «, ^9, y, ^, i/etc. peuvent toutes se déduire 
de l'une quelconque d'entr'elles ; * et void corameat.' 
m, parex.emple> étant. une racine de y^ — i=o> on a 

«"' — 1 = o , ou «" == 1 ; 

en élevant successivement cette 'équation à !a deuxième, 
à la troisième, à la quatrième, etc. puissances, il viendra 



••» 



SSSl, «Sn— ,|^ «i»=i, V»=i>etc. 

r 



-V 
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ëquations qni équivalent axùL smTantes : 

d*où Ton Toît que « étant une des racines de réqmtion 
y* — 1=0 , autres que Tunité^ «*, t^, «♦, tfi, etc. , seront 
aussi des racines de la mêiiie équation. 

n ne faut pas croire.^ d'après ce qui -vient d'être dît , 
que je nombre des racines de lequation y^ — 1=0 soit 
indéfini: on trouverait bien, à la vérité, que 

«*, «*^', •"■**, rt"^', etc., 

satisfont à cette équation ; mais 

#t»=i , «"•♦*»z=«^ . tg=M y «•-*'^=»* . «•=•% etc. 

Ijots donc que, dans les élévations indiquées plus haut , 
On aura passé la puissance n , les mêmes résultats rvTien*« 
dront, et dans le même ordre qu'auparavant. 

Depuis .0 jusqu'à n, au oontrsfire, les puissances de ene 
donnent que des valeurs différentes ; car il ne peut pas 

arriver que J^ = m, tant que /» et y sont laoindres que n 
et que ce nombre est premier. En effet , il en résulterait 

« =1, /w-r-v étant i^ny ainsi les équations 

5/*"" — 1 =0 et ^•-— 1 =0, auraient «ne radine oùtOf* 
mune autre que i'unîté : ôr, en chercbant leur plus grand 
commun diviseur, on trouve seulemestjr-^i. 

H suit delàqu'-en prenant poiir«runeqBelconquedes 
racines de ^*— 1=0, autres que Vanité, les noines d» 
cette équation ne pourront être que 

et puisque 






*- --»«-? •••••=;?^-*-*' 



vn. en conclura que -, -7, -7 ..... -73^ > sont , dans un 



m' « 



M. j 
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ordre inverse du premier, les expressions des n— ï^ 
racines autres que l'unité. 
En mettant ces valeurs dans celles de Sm et de son 
'A ^ inverse rapportées ci-dessus , on aura 

« 1 +«" + «*'" + «^"» +«eC«->)^ = ou =71,. 

,1,1,1 ,1 

* « ift iftC** — 0"* 

selon que m ne sera pas ou sera un multiple de n. 
Il suit encore de oequi précède ,. que si dans la série 

on substitue, an lieu de ib, Fime quelconque dé ses- 
puissances autres que Tunité , on. n'obtiendra qne le^. 
4 mêmes termes ; mais placés dans un ordre différent; car 
ce n'est que changer la racine m dans une autre qui doit 
reproduire aussi toutes celles de Téquatioii proposée , 
c'est-à-dire les puissances ci-dessus. / 

La même chose se prouve eiy:ore en observant que* 
les exposans de #{;, d^qs la série 

-; ' • ■ • ■ 

étant divisés par>i, afin d'en ^er les multiples -de c^ 
nombre , laisseront pour restes tous les nombres depub i 
jusqu'à n-«-i , sans lacune ni répétition > si f<Zn.f pror* 
• position qui sera démontrée dans l'un de9 articles con- 
cernant la théorie des nombre^,. . : 

17. Quand l'exposant de l'équatioii à deux termes est 
un nombre composé; ses' racines dépendent des. équa- 
tions semblables ayant pour exposans les facteurs pre- 
miers decelui delà proposée. Soit^" — i==:o celle-c^, et 
posons m=:np\ n et /rétantdeux notnbre^ premiers*. 
Il est d'abord évident que les/ radines de chacune A$^ 
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y— i = o> y—xz=zc; 

VériEetont la proposée ; car « étant une racine de la pr^ 
mière, et « une de la seconde^ on a nécessairement 

puisque «* = 1 ^ et de même 

•'« == tt'P = (« P)" = 1 ; 

maïs en prenant séparément les racines de ces équations 

. pour celles delà prpposée^ on n-'en trouvera en tout que 

's+P» parmi lesquelles l'unité se présentera deux fois. 

Il faut ppur obtenir le nombre nécessaire m ^ combiner 
de toutes les manières possibles , par yoie de multipli-* 
cation > les n racines de ^"—1= o , avec les p racines de 
y — 1 = G , ce qui donnera np valeurs qui satia{exon|: 
à la proposée^ puisque 

Toutes ces valeurs seront différentes ; car si on prend 
T<^n, 5'<p> et que « et « ne soient. pas tous deux 
égaux à 1 , on ne saurait avoir at'ùtf* =: etst', puisqu'il 

«n résulterait •''""* = -rrr, et que -— -, étant racine de 

réquation j^* — 1 = 0, cette équation aurait avec 
yp — 1=0^ une racine commune autre que l'unité. On 
«verra de même que l'on ne peut avoir im' = 1 . 

On n'aura pas non plus (««')!' = 1 , tant qu'on pren* 
* dra qK^m ou < np^ et que « et m' différeront tous 
deux de l'unité, puisque «* et «^ ne deviennent pas si-* 
multanément 1 , lorsque q n'est pas a la fois un multiple 
•de 71 et de p, et il n'y en a pas au-dessous de 71p. Donc> 
^ous les conditions précédentes^ laraciqe tut donnera^ par 
«es puissances^ tontes les racines de Téquation j^"*-»i=o. 

£n£n^ quand m =:/»^^,on tirera de la seule équation 
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y» — i>c= o , les racines de jf" — i = o, en obsexrant 
.^ _ «**/ £= «" =z 1 y et mettant dans aJ, au lieu deV^ 

V les n valeurs de |/«. 

Lagrange étend ces diverses remarques aux cas où le 
nombre m a pi bs de deux facteurs premiers ; mais ce qui 
précède suffit pour l'objet de cet ouvrage. (Voyez la 
Traité de la Résolution des Équations numériques g 
a» édit., p. a490 

' i8L On a vu {Élém. i83 , note) que la recherche im* 
médiate des racines d*une équation par leurs relationt 
avec ses coelficiens , fait toujours retomber sur la pro* 
posée ; mais il n*eu serait pas de même si Ton cherchait 
d'autres fonctions des racines ; et si Ton pouvait trouver 
de ces fonctions qui dépendissent d^équations d'un degré 
moins élevé tpie la proposée , il en résukei^aitunmojrea 
de résoudre celle>-ci , comme ou va le voir pour les a* , 
3* et 4* degrés. 
Soit d'abord^réquation du second degré 

que a et 6 représententses deux racines : on aura 

a4.6=--p, ab=zq {Èlém. i83). 

En cherchant à déterminer fz et & par ces deux équations ; 
on trouverait en a on en 6 une équation semblable à la 
proposée; mais si^ par quelque moyen que ce fat> on 
parvenait à obtenir^ entre les racines a et & et les ^eSt- 
ciens p ^ q , une secondé équation du premier degré , 
an aurait sans peine la valeur des racines. Il faut donc que 
la fonction des radnes qui composera cette équatioASoit 
de la forme la -4- mb ; en sorte, qu'on ait /a -f- mb ?= 9.» 
■ / , m et « étant des quantités indétemûaées. 

Cette fonction , ht + mb, est susceptible de -deux 



if 



DES tLÉMENS D'ALGÈBRE. $t 

"valeurs différentes , en 7 changeant iz en &, et rédpro-* 
quement ; car on forme par ce moyen les deux expressions 
la-f^mb et Ib-^rnla. VL suit de là et de ce que Ton 
a vu n^ 8, que la fonction la + mb^ ou z^ dépend 
d'une équation du second degré , excepté dans le 
cas où m = /; car alors elle devient /(a -f* fr)| 
et ne donne que la somme des racines qui est déjà 
connue. 

Puis donc que la fonction cherchée dépend nécessai* 
rement d'une équation du second degré , il faut, en dis- 
posant convenablement des quantités indéterminées m 
et n^ faire en sorte que cette équation soit seulement i 
deux termes , afin qu'elle puisse se résoudre par une 
simple extraction de racine. Or, dans une équation dn 
second deg;ré à deux termes ^ et qui ne contient par coih 
aéquent que le quarré de Yintonnue , les deux racines 
sont nécessairement égales et de signes contraires ', il 
faut donc qu entre les quantités la -f- mi et Ib^^ma, 
qui sont les racines descelle qu'on cherche^ on ait la 
relation 

d'où l'on tire 

* 

€t en divisant tout par a-f* ^3 

CettB condition étant la seule à laquelle il fidlle satis» 
faire pour remplir l'objet proposé y je prendrai pour 
pilus de simplicité, /=— 7fi=^ 1 ; la ifbnction cherchée 
sera donc a— -i, et, d'après ce qu'on a vu dans It 
numéro cité , elle dépendra de l'équation suivante : 

. {z-{a^b)) {^-(6-a)} = o, 



II 
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OU, eû développant, , 

a* — û* — b* + Qab=oi . 
ar^ona 

i^ + b^ — Qab — {a + by—4ab=p^^4q\ 

substituant dans Téquation précédente, il vient 

z=±\/p^—4q. 

Mettant pour z sa valeur a — b, et combinant cette 
équation avec celle-ci : , 

on en tirera , pour a et i , les valeurs suivantes : ^ 

^^-^— — — —— ^— ^— - i/— — 



â*où Ton tire 



a = 



'"f 



qui sont les mêmes que celles que donne la méthode 
ordinaire. 

19. Pour simplifier les calculs relatifs à Téqua-' 
tion générale du troisième degré , on la suppose pri- 
vée de son second terme , ce qui lui donne la forme 
suivante: 

et par des raisonnemens analogues à ceux du ti^ pré-* 
cèdent, on cherche à priori une fonction des racines qui 
les détermine facilement et qui dépende d'une équa-* 
tion plus aisée à résoudre que la proposée» La forme 
la plus simple que Ton puisse donner à cette fonction, 
est la + Jnb -j^ ne ', et en y changeant entr*elles les 
racines ^, b, ci elle oifre six combinaisons différentes , 



D£S èvtUEM d'algèbre. 



C3 



MTOlï/ 



ia + mi "4- ne , 
26 + ma 4- wc , • 



/a -f- me + '•^ * 
fi -f* me + na , 
/c -f- mi + ^^ • 



ainsi ré<jaatio& dont elle dépend est du sixième degré; 
mais cette équation deviendrait résoluble à la maniéré 

de celles du second, si elle prenait la forme 

z^'j^jiZf^'^B^zQ. Dana cette hypothèse, on en dé-* 
duirait / 

et {ais&nt potir âbréget , 

les trois racines ôubiques de l'ûnlté étant i j «, •* OQ/ 
ks six valeurs de z seraient 



mz 



«V 



mz 



é^z\ 



{Venant donc deux dis valeurs de la fonction..» 
' la-^mb + nc, pour les quantités iT et z", faisant^ 
par exemple , 

la + mb-^nc^izz^ Ib -^ma + ne =3 «*, 

\n assu^étira les quatre autres aux relations des di« 
verses valeurs de z , au moyen des équations 

fc +• ma 4* »fr =^ « ( fa + ?»& + "^ ) > ' 
It'^mb + na^szm(lb -i' ma + ne), 
/fr4- me -h iia= «*( /a + m3 4- ne ) , 
/a + me + nft"s= «'( /fr + ''^ + ne ) , 

se forment en comparant deux àombinaîsons dans 
lesquelles aucune des lettres a, b, c n'a le même 
Compl. des Élém. d'Alg* 3 
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coeOîcîent, et d'où l'on tire , en transposant , 

(/_«)c+{in— -/jo+Cn— n»)*=o. 
C/—-n)c + (»i— «/)*+('»— m)a=o, 
('i— -»m)* + (m— ••n)c+(n— •i)a=o, 
(i— «■n«)o + (m— •'n)c+(n— W)i=o. 
Comnie oes équations doirent se T&ifier indépendam- 
ment des .nlenn puticuliàre^ deâ, b, c,oa égalera 
■éparéneot à zéro lea coefficient de oes divenes quan- 
tités, ce qui donnera entre les inconnues /, m, n, lea 
équations suivantes : 

/— ««=0, m—mt^o, n — mm:=o, 
/ — ••nirso, m — »*n = o, a — «'/^so. 
Si l'on détennine /, m, n, an uo^en des troii pre- 
tniiies , on trouvera 

l^uit, 7n=:i«*n, «:=«''«; 

■t ai Von ^e rappelle que m^= i , on verra que cas valeur* 
de i et de m satisfont aux trois équations de la seconde 
ligne; en sorte que la coefluieBtn reste indéterminé. En 
le supposant, pour plus dq siapUoité, égal à i, on «ùr« 
les valeurs 

It=m, m=<(*, nr^i; 
c'est-4rdire que les cœfficiens /, m, n seront les racines 
cubiques de l'unité : les valeurs de z' et de £* seront pai* 
conséquent 

et représentant par t. la fonction la+mb-^ ne, dont 
le cube. ne doit avoir que les deux valenra t,'' et z"^, it 
Tiendra (8) 

Ce produit est &cile à e]q)rimer, an moyen des coelS- 
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^tin8^Véifàatàvh3^+pX'^'q=iO\ car après en ayoîc 

chassé la quantité m , à Taide des relations rapportiez 
daiif le numéro i6^ il neconëendra plusqae des fono- 
tioni^sjmétriqnes des racines 0> by c. En ne développant 
p$s d'abord les seconds termes de chaque facteur > ou 
trofuve 

mais 

développant le produit (•a-H«*i+c)(«*a+«6+c), 
avec Fattenticm de -substituer i au Heu dt *' ^ --«^ i aM 
lieu de « -f- «* et de «* -|- 4** (16) , il yiendra 

a* + ^ + <ï^-"<^ — «* — bc^ 
«juanlité équivalente à 

puisque Féqualion proposée étant âans" second tem^ » 
on doit avoir 

et de là on tire 

Taisant ensuite le cube de «a 4- <^*& -f* ^ > aînsi qne 
celui de «^a 4- ^ + c » preaant 1» somme d6s rési|ltat9 « 
et mettant 1 pour 9? et pour «•, — |i pour « -|. «^^ 
^a -f *4 et i^ -f «^ (i6ï> ïï vîaidra 

ac? -{^ sib^ + ^ -^^^ laatc 

^Za^c -^Zat^^^b— 5ab^ — 3**é?— 5Aj*, 

expression qui, ne renfermant que des fonctions syme* 
triques, peut être détermin'éér par les foâxHiieB du n"" 7. 

\ 



5S CÛM^LélÛtËKt 

Avec on peu d'attention y on voit aussi qu'elle est éqfâi 
yalente à 

— '9£a6(a+ft + o) — nbc"] 

— 9 []ic (a +ô' 4" ^) "" ôftc]p 

On a donc enfin 

équation qu'on appelle la réduite ^ ou la r^io/i^an^é, et 
dont les racines désignées ci-dessus par a' et »', sont 

Hais les écpiations 

ft' = «a + «*6 + c, ft^'ssiiM + ^^ + c, 

• « 

Jointes i Téquation a -4- 6 + c i? o',' résultante de l'éva- 
nouissement du second temçie de la proposée, et aa 
moyen des réductions indiquées n** 16 , donnent 

et si onmet^pour les quantité» a', a\«, ••, leurs valeurs, 
on trouvera 

;? 3 



- 
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tieees froîs racine ^ Ta première seule parait réelle ; lea 
denx antres sont sous une forme imaginaire^ , 

^ Je. reviendrai dans k suite sur ces formules >. pour 
Eure coimaître les diverses circpi^tances que présenti 
la résolutioit des équations du troisième degré ; pour 
té moment^ je- me bomerai à observer que les quan- 
tités z^ et z," ayant chacune trois valeurs , puisqu'elles^ 
désignent des racines cubiques , il pourrait résulter de 
remploi successif d.e. ces valeurs trois systèmes de rar« 
cines a^byC^ mais celui que j*ai rapporté plus baut est 

le seul qui satisfasse à l'équation 

« 

^ + P^ + ^,= ^- 
L*e8 deux autres offiiraientrespectivement les racines des 
équations ci^ + tepx -f» q = o, • s? +i^x -^ <7 = o, 
liées à la proposée^ de manière à former avec elle , par 
la multfjplicatîon^ xme éqa9tion nationneNe du neuvième 
degré , et qui conduiraient également à l'équation en z, 
obtenue ci-desaiis, parce que cette;deiiujère ne contient 
que le cube dep^ qui est aussi âelui de «ip et de M*p. 

Pour distinguer le système des racines qu'il faut em* 
ployer , il suffit d*essayer s'il rend'la fonction. ...... 

ab'-^ €ic ^ bâ égale au coefficient de x dans l^éqàatibil 
proposée : or les valeurs. tcoUvéies ci^essus donnent * 

ah -+^ ac^ ba sr^— |-** »•; 

et on a; d'ailleu^rs 

zV =: — Sp. 

■ r 

ao. ^e passe au qj^ti^éme degré. JCn désignant par a^ 
b, c^d,lea racines de l'équation sans second teima 

x^-jf- pir* + </x-|- r = o, 

on chercbe encore à trouver une fonction de ces raçiûei 
^ soit de Informe ka+lb'j^mc + mf ^ et qui dépende^ 
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d'une équation moins élevée ou moins difficile â résoudra 
^e la propé£(ée. Dansr une telle fonction , les lettres 
0> &> P9 <f> peuvent être combinées de vingt-quatre ma-^ 
nièrea différentes , et par conséquent plie doit dépendre 
d'une équation du yiifgt-qu^trième d^gré; mais on peut, . 
en établissant des relations entre tes cbefliciens indéter- 
minés fty /^ m et h > réduire le nombre des combinaisons. 
En supposant d*abord %=/, il ne reste plus que douze 
çhangemei» p(^ibles dans la distribution des lettres 
o» à'y Cy d\ et ces changemens se réduiront à six ^ si on 
fait m = 9» : la fonction ci-dessus deviendra alors 

aiMC^tible 4e einq autres chaogfipc^, 

n« + «) + n.(*+d), 

i^b^dy + mia-i-c), 
i(c-f-rf']| -f- mi (a+6)^ - 

On ne peut plus diminuer le nombve decps combinai* 
floAS. sans les rendre toutes identique^ ; in^^en posant 
/ — — TU ^ on aura IjBf six quantités . . . 

i(a4-ir-^ — ^)*. Hç-^d^a—b), 

lia+c — b — d)^ iXb + d — a^c)^ 

telles que les deux qui sont sur une même Kgne ne diffè- 
irentque par le si^e ; en sorte que Féquation du sixième 
degré , dont elles dépendent ^ doijb ^yoir trois racines 
positives, et autant de négatives respectivement égales 
à chacune des premières^ Cette équatien sera donc de 
•lli fonne 
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•t rédaetîble au troisième degré , en prenant s^poor Tin** 
connue. M^is si j du lieu des ^tntitis 

« 

/(a4- 4 — c— *d), etc., 

on prend leurs quarrét, Mi n*auira qée trois fonctions 
différentes., puisque 

et ainsi des autres; et faisant / = i dans ces- dernières 
fonctions , l'équation qui doit les donner sera le produit 
àfi$ trois facteurs 

^ — (a 4- c — 6— d)». 
Or, 

(fl + 34.C + d)« — 4tf£?— 4»/— i<*r— i^rf; 

et ($omme l'équation proposée manque dç second terme ^ 
on a 

d'où 
(a -(- fr — c —- il)* = -*- 4ûc — 4^"^ — 4^<î — " 4^^i 

mais puisque , d'après la compof itipn des équations , 

il en résultera 

— .4ac— 4fld— 4ic— 4W™ — ^ + 4a* + 4ci: 
donc enfin 

(a ^ i -., c ~ d)»=-»- ^ + 4a4 4- 4al. 
On trouvera de mdme 



* 

Si, pour plus de simplicité , on prend iinconnu^ z é'gffte 
au î des fonctions (et -|^ c — « A •— dy^ etc. , Féquatioii 
•a s sera le produit des trois Caycteurs, 

« + p — (ac -4- bd)y 
« + P — I- (ad 4" ^^)% 

n ne s*agit plus maintenait que de développer ce prd-> 
duît, et d'exprimer en p, q et r> les.&nctions. symétriques 
àeaybyCetdy qui s'y trouvent contenues. 

Pour effectuer le calcul avec plu^ de facilité^ on. 
posera 

ce <pii donnera les. trois facteurs I 

Le coefficient du second tecn^e de Féquatipn en u sera^ 
<galà. 

-^ (û6 + ac + arf + èc + bd + cd) , 

ou, ce qui est la même éhose, à — p ; celui du troisième, 
•era. , 

a^bc + a»W -f. a^ccî' 

r^- ab*c + ab*d + b?c(f 

+ abd* -f acd* 4. bcd\ . 

Cette fonction est symétrique^ car elle ne change poin^,^ 
quelque permutation qu'on fasse entrô les quantitét 
a, 6 , <?, dy et elle n'est qu'yn cas p^tiçulier de lajbnc- 
lion aN)^€fl -f- etc. , dont l'expressioii esjÇ * 

SnSyS^rr^Sn^pSf S„^p^^ Sp^n,+ a«Sii+H-f, (7). 

f>our en ^voir la vafeur , on fait n ;== fl,J? == ^i ., ^= ^ 
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cfans }^ fbnnnle ci-<tessus, dont on se preitd que 1^*^. 
moitié^ à cause qu'e p =; qf ; il vient ^ 

i (5.5? —2535» — /; + 0^4) : 

eliercliant ensuite les valeurs àeSi y Siy S^, S^*, ef* 
o'bservant que le second terme manque dan3 Téquation 
pxoposée , on trouve — 4^ pour résultat. 

« 

On arrive immédiatement . à. ce tésultat > en remar^. 
quant que la fonction c^bc -f- etc. est équivalente à 

a ( flic 4- abd + ^<? + bcd) — flftcrfj 

+• A (flic 4- fl*d + fl^rf +' bcdy — aic£if 

•4" ^ (fli<>+ ûftd + acd-|- icrf) — ûicrff "" ' 
+ d iabc 4- abd + ocii + kc^^ — : aicrfj . » 
{a + i + ç-^dy {^>ahc + aid+acil«4"icd) — ifibcdy 

«t se réduit par conséquent à -^ ^^^^'i puisque 

|je dernier terme de Téqnation en u étant égal k 

— (ài'+éïi) (oc + ii) (flJ + ic), 

• • • • 

i^ pomr dévelb{>{>ement 

^ f a?ic^ 4- ûi'crf +ab(?d 4. aiccP 1 ! . 
t + a*iV + fl»i*d»4. aVd*+ iVd* y 

La valeur de la première ligne se déduirait de Texpres- 
ftion générale des Jonctions 'de la forme a'i'^cf^ 4* ^^c* 
cny faiaant7»=;3,'p = q=ris=: i;m«b on voit ^>Mf ^ 
aisément qu'elle n'est autre chose que 

abcd ia* ^^h'' + (^ + d'') = rS^ = ^ s^r. 

'L»a secoiide Ijgte aura pour expression^ d'après ce qui 
précède,' " \ ^ 

i (53 ^[3SiS, + 256 ) = — Qpr 4- q\; 

i^éunissant œs deux parties/ et changent levrs ^i^es; 
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ootrw«»ri + ^r—q* pour U dernier terme de l'équa- 
tion cherchée , qui sera par çonséqawjt 

a» — pu» — 4m + 4""'^ 9*="° • 
■<tt«rt s + p «o. lieu de u , il viendra 

i» + apt,* '+ Cp* — 4r) « — î' = o. 
Soient maintenant s', »', a*. ï« trois racine» de cette 
équation, qtii estla réduite, on aura 

(^a+b-c—dY^^4f-' ) ... r,fl+i-ç-<i=:tal/^. 
(a4s>-6-rf)';E4*'' (,d;o4 W<^iTwfc=d=3»/£ 
(o-M-fr— c)'^s4«^J ; ■ l,a+4r^T^-c;=^»VÎï.'. 
Les trois dernières équations étant «iontiesiltêrnative- 
mentàreo l'éqnakirtna -f'* + «+J = o, ^ ''ésiilte 
de l'évanottissemwr du JMpnd terrop.dennsrôtt, «?■ 
ne prenant d'abord qae le^gne supérieur dont chaque 
radical est affecté, 

o + S =; )/7, a + « == l/Â-a i-4~ V^ \ 
mab la somme de celles-ci , étant écrite dan» la fonns. 

se réduit visiblement à 

d'oA , par ee qui précède, an conclut sans peint 

o= J(+ 1/7+ V'»"+ »/?*). 
6 = 1 (+ »/*'— k^— t/^), 

d=;i C— i^»'— V^*'-*- /**)( 
et CB prCDaJxt ^1 signe* infétienra des radicaux, oq 
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Mwrak ea 

ii=i(4- \/^+ V^'- »/0- 

Cef bmt valent^ compreim^it toutes lei. conibiiiaisoflif 
qa^on peut faire des deux signes do&t èlMUiHe ndical est 
affrété ; cependant on n'en doit eiaplofer qae quatre. 
Cette espèce d*ambigiiit^ tient à ce qa*OB n'* pM 

déterminé immédiàtensent les fonctions « 

ct+fe-^-Kî-W, etc. ; maïs lenr qnarré> q«i reste le «laie , 
quel que soit leur signe et celui du cofficient q , pW' 
que r équation en s ne contient qi^ le quarré de ce 
coefficient. 11 suit de là que les racines trov?éesdoitent 
également satisfaire an cas où ^ est négatif comme i 
cehii où il est positif; en sorte que ces liait valeiit 
réunii^stfont les racines de réquationr^éettltaiïtedDprtK 
'duit des deux suivàhtes ^ ^ 

x* +ppc^ +.9J? + y* = o j x^ -^ pj^ — ^x -f- r = o*, 

.'qiii ne diiFèrent que par le signe à^ q ; et qut par con- 
séquent le système de valeurs, qui répond à la première 
.équation j doitdonneir la somme des produits des racines 
prises trois à trpis ^vec yn signe contraire , é^ale à ui\e 
quantité positive, et Tautre doit donner cette même 
#omme éûJe à un^ quantité néga^ye.' 

Ce caractère servirait à faire reconna!{tre Fensemble 
dee valeurs gui conviennent à chaque équation en par- 
ticulier; ipais on y arrive plu» ;8impl^eflt en multipliant 
fnt^ eux les premie]»' membres des trois équations ^ 

^f-rf — i — c = *fi/«*; 
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car en réduisant les fonctions sjrmétriqnes qui eois4 
posent le produit^ on. tconye que sa valeur est égale^ 
a — 8</; il faut donc> dans tous, les cas , pirendre les. 
signes des radicaux tels que leur produit soit d*un signe ' 
contraire A celui du coefficient q\ mais comme pour 
déterminer^ d'après cette condkio'n^. le système de Ta-> 
leurs qu'il convient d'employer > on. doit, suivant ï la 
remarque de M. Bret ( Correspondunce- sur VÉçohi 
Polytechnique f^ t.I)^ pag. âiS)^ ^<Û^ égard à la na** 
turede9 racines 2!^ 2!!^ ^y de la réduite^^ je renvoie cet 
examen aux articles dans lesquels je discuterai, la nature 
des racines dc^s.^cpiatio^.du troisième et.da.quatrièia9 
degré. , . . ^ - ; -> 

ai. La méthode, par laquelle ces équation» o;it étf 
iésolues précédenîment est due. i Lagrange {flîém^ 
de t Académie 'd^ Sciences ^ de BBrJin,, .xanhesw'jjo 
et 1771 )', maâs^y poip: l'exposer ,.;}*aî suivi la niarche 
tracée par M. Laplace, dans le Jourjuil des , Séances d^ 
V École Normale, (Leçons, t. Il, pag. 3oa, 1" édition, 
ou Journal de f École Polytechnique] 7* et 8* cahiers , 
pag. 4^)* Quelque féconds que soîetit' f es principes de 
cette méthode , elle n'a pu s'étendre aux éiquations gé^ 
nérales des degrés supérieurs au quatrième , parce que ' 
la fonction • des racines qui sert à tes déterminer d^ 
pend d'une équation ^lus élevée que la proposée', 
einsi que je vais' le montrer en prékéhfai^t l'extrait 
delà i3* note de la seconde édition du 'Ptcdté'dela ré-' 
solution des équations numériques ^ par Lagrange* ' 

En désignant par x'^x'^, ofly. , , d?C*») (♦«); les racines 
de réquation générale dû degré m, il cherche une fbnc- 



{*) Ici, et dans Umi ce qui suit, la notatién (m) détigae b 
nombre des iioocof ^pi« doit porttex la kttDÇ iaf^égcure*. 
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^tioB de èes racines de la forme 

âa&s laquelle^ « est fiuie quelconque des racines de ïé^ 
qnation^"*— 1=0, autres que l'unité positive. Il est 
aisé de voir que cette expression renferme celles qui ont 
été trou?ées;eî-dessus potn: le troisièâie et le quatrième 
\iegré; t:ar elle devient ^ dans le premier 4e ces cas, 

et il suffit "d'y changer x'^ en a 9 x*en betaftn c, pour 
en Faire la valeur de z' obtenue page 34« 

Lorsqu'il s*agit du quatrième degréf il faut remarquer 
que Véquationy^— *i=: o^ outre -f-i et les racines ima- 
ginaires «4* V^ — 1 ®* — V^— 1 , a encore laraône — i, 
-qaij donnant «c^-zs 1 ^ change l'expression 

ea x^ ^x'^'-^x'' "-^ x^^ , 

forme qui s'accorde avec ce qu'on a trouvé pag. 38. On 
voit ici que la présence de la seconde racine réelle do 
l'équation j^ — 1=09 simplifie la forme de la fonc- 
tion cherchée ; et il arrive quelque chose d'analogue 
toutes les fois que l'e^osantdu degré de l'équation pro- 
posée n'est pas. un nombre premier. 

aa. Supposons d'abord que le nombre m soit pre« 
mier, et prenons 5 pour exemple; la fonction cherchée 
•era alors 

y + «x" + ««x* + « V^ + Jx\ . 

m étant une des racines imaginaires de l'équation* • . • • 
y> — 1 so. La formation des diverses valeurs de cette 
fonction s'opérera en y. effectuant toutes les permuta- 
tions possibles entre to cinq racines a/, ^, a^, «*% x% 
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OU bien en laissant ces lettres dans le même ordre, maiâ 
en permutant de toutes les manières possibles leurs 
coeSlciens i , m, m*, éi?, «^ , ou enfin , comme i = «% 
en permutant seulement les cinq expo^aas 

o, 1, fl, 5, 4, 

dont la lettre m est succes^vement affectée. 

Par chacune de ces opérations on tirouvera les mémef 
valeurs au nombre de 1. fi. 3.4* 5 = ii>o Ç^Elém. i3g); 
mais ces valeurs peuvent se partager en groupes^ ayant 
des relations qm en Sacilite&t larechercfae^ ainsi qu'on va 
le voir. 

Posons preiiiiéi%meiit Téquatioft 

et multiplions successivement ses deux membres par 
« ^ «% «^, «*, en observant que «*"** =5: «* (i6) , nous 
aurons , en y comprenant la première valeur ci-dessus^ 
un groupe composé des cinq permutations suivantes : 

u^i =3 #V 4--^x' 4- ^^^ + ^" -f- «*% 
«'^(^ 3B ii*xf •+• ^* + '^ + «"a?*^ + «^jp'; 

V 

et par quelque puissance de « qu'on multiplie l'une 
quelconque de ces équation9 , on n'en saurait repro- 
duire de nouvelles. . 

Il est facile d'apercevoir que les e3q)osans o, i, fi, 3, 4» 
de la lettre «, quoiqu'ayant changé de place ^ ont tou- 
jours conservé dans leur succession le même ordre (si 
l'on régarde la dcHmière ptaee comme éoiktigiie à la f»:^ 
tnièpe) et qaé> d'âpre» ce caractère <pii lie tontes ces 
permutatiens entre eHes, cbaeun dés èXposans a occupA 
^jttc^ésèivement toutes les places. 



i 
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Cela p08^ si on met à part^ dans l'eiiBemble des lâd 
penutttatîoiis» toutes celles oii«*>c=i occupe la première 
place ^ et qui ^ différant par les arrangemens qu'on peut 
faire . des quatre autres exposans , sont au nombre 
de 1 .a. 3. 4 ^^ M> chacune de ces permutations» par 
la suite de multiplications indiquées ci-dessus, formera 
un groupe de dnq permutations toutes différentes entra 
elles, dans chaque groupe, et d'un groupe à l'autre, 
puisque dans ce dernier cas Tordre général de succession . 
des exposans sera interverti par le dérangement opéré 
dans Celui des quatre derniers. 

Si donc on désigne par ^, fylT..* ,1^*^\ les a^ P***" 
mutations où •*' occupe la première place , les valeurs 
*de8 lao permutations seront comprises dans 224 giroupes, 
savoir, le précédent et ceux que donneraient i% 
t'*, . . . t^^^ } de même l'équatign de laquelle dépend la 
fonction cherchée, se p^artagera donc en fl4 produits 
composés chacun de cinq facteurs de la forme 

• 
et ne contiendra par conséquent que des puissances 
de t, dont l'exposant sera multiple de 5, ce qu'on peut 
voir aussi en observant qu'elle doit rester la même Ion» 
qu'à la place de t on j substitue «"I, valeur telle 
que {mH)^=:zfi. Faisant donc t^ = 4, l'équation en I 
ne sera plus que du degré 1 • â ,3 .4 = a4* 

Cette dernière équation peut elle même se dé« 
composer en six facteurs qui dépendent de nouveaux 
groupes dejpermutations qu'on formem de la mam'èra . 
s m' van te, dans les s4 permutations où «^ occupe la 
première plaee. En laissant de côté 0é tenne , é dans 
les quatre qui restent en rsimplaée m successivement 
^ar dbacune des autlretii raeiûes iaagiM^«s de l'équation 
j' — 1 , ce qui revient à changer # en #% ti\ «4 (ife) j 



■ 
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en ayant soin de réduire tous les expiosansxle m, Ior»« 
qu'ils surpassent 5, on obtiendra les quatre permo^ 
tations suivantes : 

• 

mx' + m^jcT + #V^ + »ix^^ f I , a, 3, 4 
«•x'4- -♦a?" + «r»^ + «5x^( la, 4, 1, 5 
«3x*+ «X* + M^x''' + *Vi ^" J5, 1, 4, a 

m^x' 4- -'^ + «'x'^ + «r^ j [4, 3, a, I , 
si Ton n*écrit que les exposans de m. 

Traitant de même toutes les permutations des quatre 

exposans i, a^ 3, 4^ ^^ ^^^^ ^ ^^ première place ^ 
et qui, ne diflPérant quç par Tarfangement des trois autres, 
sont au nombre de i .a.3 =±: 6, on formei'a dnq nou'* 
veaux Coupes composés chacun de quatre permuta- 
tions , toutes différentes entre elles , et d'un groupe i 
l'autre , parce qu'en plaçant ces groupes à côté les uns 
des autres à la suite du précédent, on aura, sur la 
première ligne, l'exposant i accolé aux 6 arrangemens 
qu'on peut faire des nombres a,34 4> ^^^ ^^ deuxième 
ligne ^ 9 accplé aux 6 arrangemens qu'on peut faire des 
nombres 4> ^ >^2 ®^ ^^^^ ^® suite, ce qui n'offre aucune 
répétition* 

Désignant donc par a', f, 4^", les trois quantités dé^ 
rivées de , 

f = (x' + -A;'' -p A^jf + «'x»' + «♦xO* 
en y changeant successivement a en «*, er, oe^, on aura 
pour déterminer les quatre valeurs de ê comprises dant 
le premier groupe Indiqué ci-dessus, l'équation du qua-* 
trième degré -^ 

dont les coefGciens, fonctions symétriques des quantités 
l', B"y êT, 0^^, étant rapportés aux racines x', :»", - etc. 
de l'équation proposée, n'auront qu'un nombre de valeurs 
égal à, celui des groupes. * 



fOr^' *^ 
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^n effet, parmi les vingt-quatre permutàtioiift dont 
ces racines sont susceptibles dans Texpression de 9^ 
telles qui h opéreraient que des échangés entre les va- S 

leur3 de ô appartenantes au même groupe^ ne produi- ^ 

iraient aucun changement dans les fonctions symétriques 1 1 

de ces quantités. Quant aux autres permutations, .ellé9 ^ 

ne feraient qu'échanger les groupes entr'eux; car une 
valeur de ô appartenante à un groupe quelconque , ne 
peut devenir celle d'un autre , sans que toutes les valeui^ i 

composant le premier ne deviennent celles du second , • 
puisque les valeurs d'un même groupe se déduisent 
toutes de l'une quelconque d'entr^elles par le change^ 
«aent de « en «', «^ et «i^. 

Soient donc 7^, T", * >. . . 7^*, les coefficiens da 
ia même puissance de 6 > danst l^s équations du qu4r 
trième de^é qu'on tirerait des six groupes de v^ 
leurs dont Al est susceptible} ces coefficiens ne pou- li 

vaut tout au plus que s'échanger entr*eux dans les i 

diverses permutations des racines x'^ x*\ ptc. ^ l'équation j 

du sixième degré » ; 

où T désigne Finconnue , et qui ne comprend que des 
fonctions sjrmétriques des T accentués , demeure totl- 
jours la même, et peut ainsi se former rationnellement 
par les coefficiens de l'équation proposée. 

Quand Vun quelconque des coefficiens de l'équatioti 
du quatrième degré en d cpie )e représenterai par 

64 — .7V+ l/Ô^ — etc. = o. 

est connu, on peut obtenir tous les autres, en obser-* " 
vant que cette équaition doit êtte un diviseur de celle 
qu'on formerait avec lés vingt-quatre valeurs de 6 , coeq- 
binées toutes ensemble^ et dont les coefHciens, nécet- 

CompL dex Élém. dAlg* 4 i 
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• 

sairement fonctions symétriques des racines x'y x*, etc. , 
s'exprimeraient par ceux de la proposée. Pour cela, il 
suffit de diviser la dernière équation en 9, par celle du 
quatrième degré , et d'égaler séparément à zéro Içs 
quatre termes du reste de la division {Èlém, aie); on 
formera entre T, C/, etc. , des équations au moyen 
desquelles on pourra détermhier trois de ces coefficîenS; 
en fonctions rationnelles de celui qui, reste, de T, par 
exemple. L'équation finale que rélimination des autres 
fournirait, serait nécessairement vérifiée par la valeur 
de T trouvée immédiatement. 

La détermination de la fonction *'= \/if , dépend 
donc en dernière analyse de la résolution d'une équation 
du sixième degré en T', suivie de celle d'une équation 
du quatrième degré en.ô. Tel est l'état le plus simple 
auquel on ait pu jusqu'ici ramener la résolution d© l'é- 
quation générale du cinquième degré. 

a3. Il est bien aisé d'étendre au degré dont l'expo- 
sant est un nombre premier quelconque tîi, ce qui vient 
d'être indiqué pour l'exposant 5. Avec l'expression 

on- formera premièrement le groupe des m valeurs 

et il y aura autant de ces groupes qu'il y a de manières 
d'arranger les m — i exposans i, 2, 3,. . .m— i, c'est* 
à-dire i.a.3 (m-7-i);ce nombre sera donc l'ex- 
posant de l'équation finale en é = i"». 

Ensuite, dans les premières valeurs de chacun de cei 
groupes, désignées par tf,f, f, etc., changeant «en 

•*, rt^... .«"*~S on partagera les 1.3.3 (zn — i ) 

valeurs de tf en autant de groupes composés de ni — i 
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Valeurs conjuguées, qu'il' y a de manières d'arranger le» 
m — a exposans a, 3, . . .m-i- 1 , c'est-à-dire i . a . 3. . . (/n— «a) : 
ainsi les coefiiciens de l'équation ayant pour racines les 
m — ^ 1 valeurs comprises dans un même groupe , n'a*- 

ront que i.a.3 (m — a) yaleurs différentes ; d'où 

il suit que la résolution de l'équation proposée du degré 
m y ne dépend que de celle de deux équations , l'oxie du 
degré i .a. 3. . .(m — a), et l'autre du degrém — - 1. 

a^. La formation» immédiate des coeiEciens de cet 
équations , par le développement des fonctions des ra- 
cines de l'équation proposée est à peu près impraticable 
dès le cinquième degré; et Lagrange n'a pas entrepris 
de V achever , malgré qu'il en ait simplifié le travail 
par quelques artiGces dont )e vais donner une idée^ 
parce qu'il se présentera une occassion de les appliquer 
dans la suite de cet ouvrage. 

La première chose i faire c'est le développement dt 
l'expression 

n est évident qu'étant ordonné^ par rapport aux puis- 
sances de «^ qu'on peut toujours abaisser au-dessous de 
l'exposant m, il sera de la forme 

tes lettres i,V, X!y etc. désignant des fonctions des ra- 
cines de la proposée y susceptibles d'autant de valeur« 
que ^' y et ne changeant que par les permutations qui lo^ 
font changer. 

Si d'abord on pose « =: i^ et qu'on indique par *• la 
râleur que prend alors ^, on aura, par l'expression ci- 
dessus , 

mais, la valeur de #' ou t'"», en x'i x"^ etc., devenant 

4.- 
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d4ins la même circonfttançe , 

{ a/ + js* Hh x" + xW}*, 

se réduit à la puissance m de la somme des racines de 
réquation proposée : désignant donc par ^ cette somme 
que le coefficient du second terme fait connaître , on 
aura 

d'o4 

{ = ^« — r — f . . . .— {^'"-), 

et piiar conséquent 

I' = >^»+(it— 1)|'4.(#*— or . . . + (*"•-•— 1) {C'»-'). 

Les valeurs de é% tT,.., «C»"-»), se déduiront de, YeX- 
pression oî-dessus par le seul changement de « en «*, 

On pourra employer à la formation des coefficient 
de réquation 

qui renferme un groupe de valeurs de #, le procédé 
du n° ^} mais on facilitera le calcul des sommes des 
puissances^ semblables de ^, ^", etc., par le déve- 
loppement de 

é'» = ( ? + 4' + «'^r . . . + «"-' Î^^^O )», 

qui donnera un résultat de la forme 

Tîndice n\ placé au bas de la lettre i, indiquant la 
puissance de ê' à laquelle ces coefficiens se rapportent ; 
et comme d"", ^"'•, etc. se déduisent de la précédente 
en substituant «*, «t^, . . . «*"""*, au lieu de «t ^ on aura 

5„é = *'« + f'^ + è"^. . . + etc. = 

+ (-'+-< )r»+etc.. 
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expression oà les coefBciens de?», i^n, etc. ne différeront 
entr'eux que par rarrangement des termes (iS). Or, 
par le li** cité, on a 

« + «j*-f«^., +«"*-' = — i; 

donc 

Sné = (m — ?« - i\—l\ — i%— etc. 

' =m|^ — C?„ + r» + rn + etc.); 

mais la quantité comprise dans la parenthèse étant €• 
que devient ^'"lorsque «=i , sera égale à -/^"'" : donc enfin 

En faisant n = i, a, 3,... m — i , dans cette formule 
qui ne contient que le premier terme de é'", on formera 
toutes les quantités nécessaires à la détermination des 
coefliciens T, U, etc. , de Véquation en •. 

, â5« Il nous reste mai^téminf à faire yoir comment 
les racines de Téquation proposée se déduisent des va- 
leurs de la fonction 9. Pour plus de simplicité , nous re- 
présenterons ici par »y fi, y, ^, les racines de Téqua-* 
tion y^-^ 1=6, différentes de Tunité ; car nous nous 
bornerons aucaâ où m:=5. En employant successivement 
chacuner de ces racines dans L'expression de t, nous for- 
merons les quatre équations 

auxquelles joignant l'équation 

nous en aurons le nombre nécessaire pour déterminer 
toutes les inconnues. 



I 



\ 
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Si on ajoute d'abord toutes ces équations , en obseiv 
Tant que •"+ /8''+y"4"^"+ ï =o^ tant que n nesjt 
pas divisible par 5-(i5), on aura 

multipliant ensuite les quatre premières respectivement 
par 4»*, fi^, y^, '/^, ayant de les ajouter à la dernière , il 
ne restera dans la somme que Tinconnue oc^', et Ton aura 

5^ 5 _. 5 _ 5 

On obtiendra des résultats analogues par rappoirt aux 
ftoîs autres racines x", x^^, x^, en prenant successiver* 
ment pour facteur de chacune des quatre premières 
équations^ une puissance des racines «, fi, y, ^, telle, que 
Finconnûe cherchée soit multipliée par la 5^ puissance 
de ces racines 5 et il est facile de voir que ce procédé est 
général (*). 






126. Passons maintenant au cas où t'exposant m d^ 
Féquation à résoudre est un nombre composé , dont les 
facteurs premiers sont n et p. En n*^nployant dans la 
fonction 

que les racines de l'équation y^ — 1=0(1 y), le» 
puissances de a se répètent de 9 en n ^^ rassemblant tous 
les termes qui sont multipliés par la même y on a 



5 
(*) Lagrange représente A par Vfi"; parce que faire «t = r, 

c^est la même chose que de substituer a** an lien de «, et qu'on peut 

Sar conséquent regarder Texprcssion de A^ comme dérivée dç cell^. 
c $', en y changeant « en «t®, et substituant un » à Taccent ' (a4}.. 
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1^= (aZ+xC'-^O+xC^+O + etc.), 
+ « (x" + xC»+^) + xC»»-'*») + etc.) , • 
-f- A* {x" 4- a:*»'*-^) + xC*t^> + etc.) , 
+ etc. , 

expression de la forme 

i' z= jç' 4. *x'+ «•^. • • . + «— '^XC-X "^ 

Regardant alors les quandtés X'.X", X*, ... X^"), comme 
les racines d'une équation du degré n^ on pourra appli- 
quer à la nouvelle expression de i les raisonne mens des 
n*** aâ et a4 ; on fera ^"=9'; on aura en conséquence 

6'= I + «r + *T. . , + *-»{C»-0, 

expression dans laquelle ^s fondons X\ X", X!', etc. ; 
se comporteront comme x, x'> x*> etc. , dans celle du 
n* sa, en sorte que le nombre n étant supposé premier, on 
partagera encore les valeurs ded en groupes qui encon-« 
tiendront Ji—i, données par une équation dont les coef- 
ficiens dépendront d'équations des degréis i . n . 3. . .(/z— -a}^ 
ayant pour coefilciens des fonctions rationnelles de X^^ 
X% etc. 

Ces dernières dépendront à leur tour d*équations qui 
se formeront en effectuant entre x', x*', .... xC"»), toute» 
les permutations parjesquelles ces fonctions X', A", etc., 
changent de valeurs , permutations dont he nombre 
se réduit beaucoup à c^use que les racines a/, x'^, etc. 
s*y trouvent sans coefilciens. En effet, d'après sa com<» 
position , 

X! = oif+ x^^^O, . . 4- xC"»-»-»-») 

ne saurait changer de valeur par toutes les permtftations 
qu'on ferait entre les p racines dont il est formé ; il ne 
faudra donc avoir égard qu'aux combinaisons différentes 
que donnent les m racines x\ x", x**, . . . prises en nom* 
bre/y; et comme toutes ce» racines doivent se partage^ 
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entre les n fonctions X", X^,... X<*>, îl y avia autant 
de valeurs de ^toutes ces {onctions qu'il y aura de ma- 
nières de partager. 71^ racines en groupes qui en ren- 
ferment chacun un nombre p. 

Or, 1^. un groupe quelconque pourra se former d^ 

■ y 

manières, ce qui revient à 

; '^ 1 . S . 3 • . . • Tit 



i.a.3. . .(m— /)).! .a,3. •.p* 

en ajoutant en m^me-temps au numérateur et au déno« 
i&inateur les nombres eonsécqjdis depuis i jusqu'à m-— p^ 
inclusivement. 

s*. Quand on aura choisi pour X* Tune de ces combi- 
naisons, la deuxième fonction X* se formera d'autant 
de manières que les m-— p racines restantes, prises en 
nombre p, fourniront de combinaisons diverses, c'est-à>« 
éhre de 

1 .a.3^ . .(m— p) 

i.a.3. . .(tu— ^). i^a.3. . .p 

manières ; et chacune de ces combînaisQiw pouTaut rê^ 
pondre à chacune des précédentes ; le système des fonc-« 
tions X'i X" pourra se former d^autantde manières que 
l'indique ,Ie produit des deux nombi:es qjaqi je viens de 
trouver , et qui se réduit à 

i«a.3.,,.?» 

• i.a.3...(TO— ap).(i.a,3.. .p>* 

•n supprimant les facteurs i . a . 3 . . . ( m — p) ,. communs 

^Q numérateur et au dénommateur. En opérant ainsi 

** "^ 1 fois , c'est-à-dire jusqu'à ce qu'il ne reste que p 

*^çiûes paur fonoer la dirnière fonction X^% oj^ ijrouf 



y 
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yera qae le x]oixJ)re de manières dont on peut fonner 
simultanément, avec les racines j/, x",. . .x^"*^, l'enr* 
lemble des fonctions X'j X%.. .X", est exprimé par 

1 .3.3. . .7I1> 



a— 'i 



i.a.3. . .Qm — (»— i)/7].(i.a.3.. .p) 

* 1 .53.3. . ,7n . . 

(i .3:3.. ./})»* 

puisque de m=np, il suit m — (n— i )p=p. Maïs si 
Ton regarde les valeurs des fonctions X\ X", . . .X^"\ 
comme les racines d'une seule équation dont l'inconnue 
serait X, les coefiiciens de cette équation étant tous des 
fonctions symétriques de ses racines , conserveront la 
même valeur dans toutes lès combinaisons de a/, ocf^ . . . 
qui ne feraient qu'échanger entr'elles les valeurs de 
X\ X", etc. , c'est-â-dire permuter ces fonctions ; et 
comme leur nombre est n, celui de leurs arrangera ans 
1 ,â,5. .,n,il faudra donc diviser par ce dernier celui 
t[m a été trouvé plus haut , et on obtiendra 

« ■ 

1 . s . 3 ... 771 

1 .a. 3. . .7ï.(i .d.3. . .p)* 

pour le nombre de valeurs différentes que prendront les 
çoefilciens. de ré^aJ(iQ.aQa X, par les. pern^ntatio^s dea 
m racines x\ x", etc.de la proposée. 

Qr, les coefficiena de réqpatipa en 9/ exprimés par 
les fonctions X', X", ^tp., dépendîint immédiatement 
d*iine équation du degré i .2.3. . .(n — 2), dépendront 
d'une équation du, degré 

1 -3.3... 771 , « 5? r \ 

}.2.a. .. 71.(^.2. 3. ..p)* ^ ' ^ 

X.2.O. . . 7i»f 



(n — 1)71(1.2.3. ..py* 
* 
lorsqu'on hé rapportera aux racines a?', x", etc» 



t 



! 
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A7. Quand les valeurs de 6 sont obtenues , on form» 
celles des fonctions X!y A^', . . . At«) , comme on a form j 
celles de x\ x", etc. , daûs le n*^ â5 y mais en substituant 
aux racines imaginaires de j^"*— 1 =0 celles de . • • 

Pour parvenir ensuite aux valeurs des racines de Té- 
quation proposée , il faut chercher les cpeiUciens du fac- 
teur formé des p racines comprises dans le même groupe^ 
et dont X' donnera la somme. Ce facteur sera par con-* 
f équent de la forme 

a;»»— XV-'+Ao:^-*— f«if-"3^etc.=o; 

et les conditions qu'il doit remplir pour diviser exac-* 
'tement Féquation proposée {Élénté a 10) détermineront 
les GoeiEciens inconnus X| /v> etc. en fonctions ration- 
nelles de X\ 

. Il suit donc de ce qui précède^ que la résolution d4me 
équation générale du degré m^=npf dépend» en der-* 
nière analyse « de deux équations , l'une du degré 

1 .2.3. . .m . 



(jï-— 1)11(1, Q. 3... p)"* 

>' 

et l'autre du degré p, ce qui €st plus simple que lotsque 
m est un nombre preihier. 

Lorsque m ==6 > on peut prendre ns=;:a, p=3; la 
première de ces équations devient du degré 

1. a. 3. 4*5. 6 
a(t.2.3)» • 

■ 

et l'autre du 3*. Suivant les formules dun* d3, les équa- 
tions auxiliaires se seraient élevées, Fane au d^é 
i.2.3.4=a4*, l'autreau 5*> 
n es^ bon de remarquer que l'équation du clegré f « 
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€tai)t DU facteur de la proposée ^ celle-ci 0e décomposa 
en n facteurs^ aa moyen de n valeurs de la fonction X\ 

28. Si les fonctions de la forme de fy dépendant d'é- 
quations plus dif&ciles à résoudre que la proposée, dès 
qu'elle passe le quatrième degré ^ ne peuvent conduire i 
la résolution des équations générales d'un degré quel- 
conque y il ne paraît pas qu'on puisse attendre plus da 
Succès d'aucune autre fonction des racines^ ni d'aucuna 
autre méthode. Le principe de celle-ci ne pourrait dilTé* 
rer qu'en apparence de celui de la méthode précédente ; 
car, suivant la marche de l'Algèbre, la résolution d'una 
équation générale doit renfermer toutes ses racines dans 
une sieule expression , puisqu'il n y a pas de raison pour 
obtenir une certaine racine plutôt que toute autre. Cette 
loi se vérifie, en effet, sur les expressions obtenues précé-* 
àemment'j toutes les racines de l'équation proposée dé- 
rivent d'une seule, par l'échange des diverses racines de 
l'unité entr'elles. 

Pour le second degré , par exemple , l'expression des 
racines étant . 

— jP± Vip —q= (18), 

se change en a et en 6 , selon qu'on prend le radical 
avec le signe -4- ou le signe —, 

Il est facile de voir aussi que les expressions des ra- 
cines de l'équation du cinquième degré , obtenues dans 
le n^ d5 > sont comprises dans la formule suivante , 

a/^x" +x'' +x'^ + x" 



5, ^ . 






/) 
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car- les qnantités écrite^ sous lee radicaux deyienoenf 
identiques avec é', é", I*, é*% lorsqu'on remplace >8/ 
7» ^> par leurs valeurs respectives •*, «^, ii*; et pre- 
nant ensuite pour n les nombres depuis 5 jusqu'à i » 
on retombe sur les expressions du n? cité. C'est le chan- 
gement que subit l'exposant n > qui indique ici la muW 
tiplicité des valeurs €ont les radicaux sont susceptibles,^ 
puisque cela revient à mettre pour m ses diverses 
valeurs* 

Yandermonde ( ilf^'TR. de VAcad. de Paris y 1771)» 
qui a le premier donné à cette remarque toute l'étendue 
dont elle est susceptible, a conçu que le problème de la 
résolution des équatiotns générales consistait à former, } 

çLvec les diverses racines de l'unité (qui servent à ca-« ^ 

iractériser la multiplicité des valeurs d'un radical quel-- 
conque) et avec les racines de l'équation, proposée, } 

une fonction qui pût devenir successivement égale à ^' 

chacune de ces dernière. C'est à ce point qu'on doit '<> 

arriver par toutes les méthodes; car quelle que soit ^ 

la composition du résultat , en y remplaçant les coeffi- «5 

ciens de l'équation proposée par leurs expressions con-* ^ 

nues , on lô changera toujours en une fonction desracine;i> pn 

iÇonction qu'il faudra déterminer, soit immédiatement > 4 

soit en la faisant dépendre d'autres fonctions. C'est aussi fn 

ce que Lagrange prouvait en même temps par l'examen ** 

des diverses méthodes proposées antérieurement pour l^ 

résoudre les équations littérales ( 3fém. de PJcad. dé ^^Q 

Berlin f année 1770), et dont nous donnerons une idée. ^i 
générale dans la 8uite>. l'aj 

D'après ces principes, le point fondamental de la ques* bj) 

tion était la découverte d'une fonction non symétrique, ^ 

établissant e&tre les. r^cines de l'équation proposée une ^ 

relation différente de celles qu'exprime la conaposition ^ 

des coefficiens, et qui dépendit d'une équation plus|acile 
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» 

à résoudre que la proposée. Lagrange ^ à la fin de son 
beau travail , ne put donner que dea vues générales povet 
déterminer a priori le degré de Téquation d'où doit dé- 
pendre une fonction des racines dont la composition est 
connue. En poursuivant ces vues ; M. Paolo Ruffini a 
prouvé qu'avec cinq lettres on ne pouvait déjà plu» 
former des fonctions non symétriques qui n'eussent 
que quatre valeurs (Mémoires de la Société italienne, 
tom. XII, et Theoria générale délie equazioni)\ et 
M. Cauchy (dans le 17^ cahier du Journal de F École 
Polytechnique, p. g) a démontré ce beau théorème : Le 
nombre des valeurs différentes dune fonction non symé^ 
triqnes de n quantités , ne peut s'abaisser au-dessous du 
plus grand nombre premier p contenu dans n , sans de^ 
Avenir égal à a. C'est ainsi qu'on a pu former des fonctions 
de trois lettres qui n'eussent que deux valeurs ( 1 9) » et des 
fonctions de quatre lettres qui n'en eussent que trois (ao) J 
mais celles de cinq et de abc lettres, qui doivent ad-* 
mettre plus de deux valeurs, n'en sauraient avoir moins 
de cinq. Telle est la vraie difficulté de la résolution des 
équations générales, M. PaalôRuBini, qui, dès i798,avait 
entrepris de prouver qu'eHe était insurmontable^ a re- 
produit et perfectionné ses raisonnemens dans ses Rifles* 
sioni interno alla soluzione délie equazioni algebraiché 
générale {Modena, i8i3). Mais s'il faut renoncer i 
exprimer, par un nombre limité d'opérations algébriques 
généralement indiquées , ks racines d'une équation quel* 
conque au moyen de ses coefficiens, on doit y avoir d'au- 
tant moins de regret, que la forme de ces racines en rend 
l'application numérique toujours très longue et quelque- 
fois impossible, ainsi qu'on va le voir (*). 
- — ' — ■ ^-_^— ^^— ^_ 

( * ) L'emploi des permuhitions n'est pas seulement utile pour 
résoudre les équations des degrés supérieurs au premier ; il i'offra 
«UMÎ dans la recherche des valeurs des inconnues déterminées par 



9ù COMPLEME^t 

Observations sur les exptessionslles racines dés équations 
- du troisième et du quatrième degré. 

sg. Lorsque Téquation du troisième degré est de la 
forme x'+px +^ =0, c'ést-à-dire que le coefficient 
f est positif, des trois racines qu'elle comporte , deux 
sont imaginaires, une seule est réelle (19); mais si p 
est négatif, ou quon ait 

x^ — px + 9=i:o, 

le radical quarré k 77 p^+iç*, qui entre dans Vexpres- 

ftion des trois racines, se changeant en V^— 7^ p^-f-^^^, 
devient imaginaire, si -^p^ surpasse J<7*. .Toutes le« ra- 
cines sont alors affectées d'imaginaires , et paraissent 
par conséquent telles. Cependant on a vu (^Élém. âi3) 
que toute équation de degré impair avait nécessairement 
une racine réelle ; il y a donc pour le cas qui m*oc- 
cupe une contradiction au moins apparente , et qu'il 
faut lever. « 

Cette contradiction tient à ce que Ton aurait tort de 
prononcer qu'une expression composée , renfermant des 
imaginaires , est imaginaire , à moins qu'on n'ait prouvé 
qu'elle les conserve lorsqu'elle est développée. La 
formule 




_j_-j . . qui - 

leurs. Vaaderraonde , en les trouvant de son ctié^ iniroduisit dans 
le calcul une notatjou bien ingénieuse, et qui pourrait devenir fort 
Utile. M. Monge aonna ensuite ( Journal de l'École Polytech'^ 
nique, i5« cahier) une int<>rprétation géométrique très curieuse 
des fonctions dont il s'agit. Enfin elles ont fourni, à MM. J. Binet 
et Caucby, le sujet de deux beaux Mémoires. {Journal de l'£cot^ 
pQljf technique f i6« et 17* cahiers.} 
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DES ÉLÉMENS D^ALGÉBRE. C3| 

peut s'écrire ainsi ^ 

fi ron fait , pour abréger, 

«t s'il arrivait que les quantités a-f"^ V^— i et a-*6 k ,—* 
lussent des cubes parfaits de la forme 

(ji+B v^'^y et (^ — B v/^^)^ ' 

>tf et B étant des quantités réelles , on aurait alors 

valeur réelle. 

Si Ton avait ^ par exemple, 

y/a + 11 \/ — i + V^a— ii|/— - 1, 

•J2 s'assurerait^ par Télévation au cube, que 

s 1__ 

Va 4- 1 1 V^— 1 = a + V— » > 

€t on trouverait 4 pour la somme des deux radicaux. 

Les premiers analystes qui s'occupèrent de la résolu-* 
tion des équations d#s degrés supérieurs , après avoir 
renuux^ué l'espèce de paradoxe développé ci-dessus, 
.parvinrent en effet à tirer de l'expression même de la 
première racine un résultat délivré des imaginaires, 
lorsque les quantités comprises sous les radicaux cubiques 
étaient des cubes parfaits. ' 

5o. a C'est de cette manière , ditLagrange (*), que 

» I II ■! I I. I — m 

(*) Séances , des Écoles Monnaies (Leçons, t. III,pag. agS, 
première édition), Journal de VÉcolc Polytechnique (7« et $• 
«obiers, pag. aaG), * 
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ÇX COMPLÉMENT 

V Bombellî s*est convaincu de la réalité âe Véxpr'eéai<>i 

V imaginaire de la formule du cas irréductible (c'est le 
m iiomH|ii*on donné à cehii xjvLè j'examilie)*, mais cette 
)> extraction n'étant possible en général que par le» 
9) séries , Ton ne peut parvenir de cette manière à une 
9) démonstration générale et directe de la proposition 
^ dont il s'agit. 

yt II n*en est pas de même des radicaux quartés et de 
f» tous ceux dont F^exposant est ime puissance de â. £a 
p effet I si on a la quantité 

)> composée de deux radicaux imaginaires , son quarré 
)) sera 

f) quantité nécessairement positive : donc^ en' extrayant 
n la racine quanrée^ <m aura 

V/ao -f- a V^û» 4- 6* 

9) pour la valeur réelle de la quantité proposée. Mais si ^ 
y) au lieu delà somme ^ on avait la différence des mêmes 

9 radicaux, alors son quarré serait aa— a V^a*-|-6% 
9i quantité nécessairement négative; et tirant la racine^ 

iH, on aurait ï* expression imaginaire simple 

7i Si on avait la quantité 

Ya + b\/—i +\/a—b\/— i , 
ii on Télevrait d'abord au.quarré, ce qui donnerait 

•j w 4^ 

yaa + a v/a*-f i* + a K «^ + *% 
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» 

9) en élevant d'abotd au ciibe, on^âora 

aiï+3V^a*+6*(Va+*\/— 1 + Va— i/— i)=a«», 
n. «atcnr ; 

1) oùMeii 

iT^— 3jfJ/ a*-+-3*— fltf = o, 
n formule générale du cà^ ùréductiblé, puisque 

y> Sif =0'. onaura 

9» il faudra donc prouver qt^e h ayant une valeur que!('« . 
)) conque réelle y x aura aussi une valeur correspoadanti 

9> réelle. Or Téquation pr-êcédei^te donne . > ' . 

. . .j > - » 

n et élevant âû cube, oh trouve 

CompL des ÈUm. dAîg. S 
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V quantité réelle et positive;, on aura donc auss^, *ea^ | 

9) extrayant la i^cine.quânrëe, une valeur réelle de la ) 

1* quantité proposée , et ainsi de suite. Mais si on voulait ' * 

p appliquer cette méthode, aipcsadicaux' cubiques, oa- 
i> retomberait dans une équation du troisième de^é, 
» dans le cas inréductible: ■ '^ 
Ti Soit en effet 



y 



p équation <^*on peut mettre' dons cette fonûe : 

» ou bien sons celle-ci : 

n» Cette dernière fonne £nt voir qne & est nul > Içraqùe 
» x^=:8â, qnVînsuite h augmentera toujours sans in^ 
^ temiption> lorsque x augmentera; car le. fajcteai^ 
» (x^-f^a)* augmenteta toujours, et Tautre facteur 
» augmentera aUsài , parce que le dénominateur ;:^aug-^< 

)i mentant) la partie uégali]p» -j^ qule8rd*abord = i , 

)) deviendra toujours mpio/dre qi|ô i. Ainsi, e4 bisant 
9> .augmenter par degrés insensibles la valeur de oc^ depuis 
*)) 8a jus^^Oififii|i, Ifi valide &* aiigqientera «ussi 
9) par degrés insensibles et correspondans ^ depuis zéro. 
|) jusqu'à Tin&ni» Donc réciproquement à chaque valeur 
» de 6% depuis zéro jusqifà l^infini , il répondra une 
1» valeur de a? comprise entre 8a et Tinfini; çt comme 
j»"cela a lîeti, quelle que soit la valeur de a, on en peut . 
}7 '"conclure légitimement que , quelles que, syoij^nt les 
j) valeurs de a et de 6 , la valeur correspondante de jc^, 
j> et par t^onséquent aussi de x, sera toujours réelle» 
i> Mais comment assigner cette valeur? H ne paraît pas 
» qu'elle puisse être représenté^ autrement que par J*e^-». 
» pression imaginaire, ou par une expression en série, 
w qui en est le développement (que je £^ai.0Qfiiiâîtr9 
» par la-suite); aussi. doit-on regarder ces sortes d'ex- 
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^ p^çcMÎpM^^ifP^JPflAijes^ q^i répqpd^nt à 4e^ mutités 
p £éell#ff • ^riwfi faisant piiè npuyelïe èla^se â'e^res- 

V) les autres expressions 

y) luées en nombire 

n moins del|ii cpii est l^-seulifi^assaife dans Ie9 bpér^. 

')) tîons àlgéBricpies , depouvpïi^ édré eniployées dans ces 

n opérations comme si ell^ oe contenaient point d*ima^ 

v ginaires (*). n \ . ^ 

C'esArlim^osâibilké dfrÉ'éduir^ ^Qiw«n|efori)l^ 
'temps réelte et coihposëe d'un nombre limité de termes 
algébriques^ les i^ôines dWi/e^Qàtiotrilti troisième de^ 
çré , «piand ^p^ e^t négatif et /i^rpassé ^ ç*, q|ii a fait 
.dona^ à çè cas le x^m de çiur irrtéiuclAks Vexpres;^^ 
^iou de I41 pr^nii^r^ jrjaiûine n*est alors j^u*nn câ3 pae 
'^kmlier df.,q^i«-ci; « 

i^tki appartient aussi , comme nous le vertons dans U 
suite , à une quantité téeÙé /rtiab inassignable algébri- 
Cément et d'une ;nanièr9 fiaifi) ^ tous les moiyeuf 
'coànus j'ilsqu'iôi^ quand n n'est pas tipe pliissance 4^ d» 

3i. Nôn-séi)lem«Pt dai^s U^sx^ ijcréductible la pre^ 

hilère racine .€>^t i^éelte ; mais les deux dernières ^ qui sont 

maginàires dans tous les àutrescàs > "deviennent réelles 

dans celui-ci. Qnpekit d'abord le y^t imn^édiatement 

Jj9i5Mpie If^ jjijij^ti^és a,+ 6 Vf^ 1 pj/?— i|/:!irr août 
des cubes parfaits ; cair e^ aùbstltù^t leurs racines 

(*) On eknploté ces atpttanofai ayec 'ttt«ci^ 4a>>^ Tapplication d« 
r.Algé)>re à la G^otn^rie, par rapport à la division des angles. Gaua 
tU'orie se troûTe déyéfoppée dans FIntfodiic'tia«> àt mwk Tnfiêé du 

5.. 



S8 coMPLéiiEinr 

A + B\^^ i et A-^B^— i i la place des mdî- 

caux cnbea dam la deuxième et la troisième faeines ( 1 9); 
et efFectuant les multîplicatioiis conformément au n* 1 7» 

dei Èlémens, on trouve 

Sa. On peut 4 sans le secours de Textraction des ra«- 
dnes , démontrer que lorsque les trob racines de Téqna-* 
don x^4*P^+? = ^ *^°^ réelles , p est négatif^ qu'on 
a nécessairement ^p^>jq\et que 1 réciproquement^ 
lorsque xfp^ surpasse ^</\ les trois racines sont réeUes. 

En effet, soit a une racine réelle de l'équatioa 
3^+px + 9 = o , on aura 

d'où 9 s=— a?— pa, 

- et par conséquent 

a?— a'+pC*— a)=r2o; 

divisant alors par a?— à, on obtiendra Téquatîon 

dans laquelle sont renfermées les deux antres racines da 
la proposée; et dont on tire ^ 

' On voit d*abord, à l'inspection de ce résultat , que 
hs racines qu'il fcojrnit ne pourront être réelles, 4 



mowa que p. ne «rit négatif et -en même temps égal à 

En changeant donc le BÎgpe de pj,et «upçoa^nt* . • 
p 5^îa* -f d ^ oij an» 

ïes trois i:4pke^ seront a, -r-ïa-t-|/3^,-— 5 û — y a] et 
en mjçttant pourp sayaleiur dans Téquationa?— po+^^o^ 
on ti^ouyei^a. 

Pouc comparer cette yalenr de q à celle de p, sans con-* 
naître celle de a » il fant élever p au cube et q an 
«juarré y afin que la plus haute puissance dis a soit la 
même dans les d^ux résultat^ ; il \iendra'ainsi 

«» par soBééqoent ' ■ 

£^ âernî^ iiidêur 3(2(^a*— |<2)létuititoiijbiin.posir 
tive , tant que d sera positif), puisque son second fiûteiu 
est wa quarré , donne évidenament 

«t^ le contraire ne ponrra avoir lifn^, è-moins que d n» 
•oit négatif, c'est-àrdice à moins que les deux denùèrea 
racines data pieposéfr ne soieotin^^nàises» 6n>&tuts| 
4^=3:o>onft ;, , 
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J.j, 



et tes trois racines/ qui sont encore téeHes, ont entré 
elles une relation remarquable, indiquée ^t lëi valeuir% 

suivantes: a^ -*-î«, "^i^' 

n est donc prouvé par ce qui préèèd^^, qtie Hwieétjua^ 
tion du troisiêime degaéa qu rnoins-fà^tws les cas, 
Uire dé $es,Tacines, qui soit réelle ^^ toutes le. deviennent^ 
lorsque p est négai^', et que yj-'p* surpasse ^q*. Or, on 
9 vu (^Éléfn. 21,3) qnt toute é^Uatidn^ufi 4égré impaîiii 
a au moins une raein^ TéeUey gu^lqisps valeurs qu*qieni 
ses coeffîçiens ; donc toutes les trois sont réelles dans le. 

• , • î ' ' ' . 

. 33, En atte.udant au^i'exppse .ie^si§nes qui expri- 
ment les valeup, apprôfjli.ees des tacines clés équations, 
du troisième degjré 4^ns le cas in'éductible , je rap-r, 
porterai ici' un* procédé beatidoup plus simple, donmé. 
par Clairaut danâ tes 'ÉléiHetis ISTAl^rë. ■: 

Ce procédé çpnsiste à. ramener l'équation , ... • . 
or^— poj-f ?=^P à la formez?"— ^'»îc=r, en faisant 
a:±=:mz, et détehnhiani ta iijvanlfté^vrnde manière à, 
rendre le coefficient de z égal à Tuniti. iiVp^^^«|^b8fitl|.•t 
tion indiqçéf , îLwfll^^ t : 



•- - • »•» 



Y, \ -w^-. 



ai?*' 












1 .'i^:.{ ;:•' • 



m^ 



^t 



< \' 



4î 



inaû peut que la îfaçniètîrdeces yalen][9sqittouJQiixB por. 
sitive, onprfsndra m du signe contraire à celui de <i7«Celi^ 
posé, l'équation £^— ^ àc?H^'nflt peut toi^ber dans le ça» 



irrédtict3>le^cnie lorsque '^^ |r*, c'est-ânfiré Ibrsque 
^^K »V^ — 7="> ^® 5^î °® P^*^* avoir' lieu qu*autaiit 
que la valeur posîtiye ^.^^ z est entre les Kmites i tt 
---=. E^ cff*B£> il^ est visible que i^ dok sn^pÉ^awl'ânite 
pour(]ptô l^^quatptfté t^'-i^H sôît positive; maû si Y on 



faisait z^r-:-^:??!/!, ônliûrafi pbUK r&ifltat* — 7=:» 
k3 ^ ' ''. 31/3 

nombre plus groad que r* \ 

Si donc on suppose 2= i -(f-/, la lettre ^ne pourra 
représentât qu*iine petitefractioii , moindre que ladilFé^ 
ïence q^ 1 547 ^ ae tropyej en^e. 1 et v/| ; le. cyibe 0,5)937 
de c^tte|ra9tign peuf étr©pniê^igé, et le résuttat dé la. 
kuî>stitutîon dé 1 -j- J^à la place de a d^ )<*^3l^^c 
proposée, en omettant HL xîonduit 4 



* • •.* . I ' ■ 



^=-,§d;iV'.H:^„ 



11. 

— #« 

t 



tt par conséquent- \ -, • > . </' 

e;»')V.4Jj^,p^ ?Hr;»<^+3r 

^^•J^.-J ' . . . ^ _ '. .^ . 

puîsqu on né cherche q;Ue la yaleur de z qui surpasse, 
rumtf i La Bditfe' dfe nrieièd^Yim p&ut c6n»iiéttrfc péi 
pe^ xnéthôde^ ae s'élèvç , «ûr I4 yalevr âê>| qi/a un. 
milUènievcrtaiitfc Eu efifeii sil'onWppose 4= V/f , var* 
teurqui répQn4^à rzsz^\/l, étponrlaqudleV est W 
I^us gçBi^à possible > la formide QJMiessiis donnera. 



^ ^,4-. V 1^-f; V-f atf li«a de ^i ■■ ' 



çe qui Q^ diiSere du. V3sai <pQ de 0^001 a6 






» 



* 



• t ' __ 

Soitppvr exemple r^uatio^i a;?^^-.i3^+53==P,i ^9k 
fert a?=— .»V^î3, et Ton aura . - . , . 

5 



d*o« Ton dédoira -^^ 



l . V. 



- » 




x^ -.—^ — "'" ^'-.i^' iv r t^: ;' - r.rrbT^^rJ&if^ 



Sil'03 vçnt pousser j^hiriôiii rexactîtude, on em^ 
î^QitTàM méthode domiéç tf^.le n* ai5,dès tUvMns^ 
^t bn trouvera, - ' ^ 



' 1' 



* '. ^ 



34< Je va& m*occuper maùitena^it dos raeihc»/de:P^ 
quation du quatxjèm^- degfré , ' — 

ac^ + par» + çx + r == ot : îf^^ '^ ^ '^^ ! - 
Ces racines dépendent de cell«s. de. k.^duite- 

et yona.,-^!^ )e_n<' aPi; iey;-desu;x systèino»,d|ï.yf leurs ,, . 

dont il fai\t choidirîCôlui danaUequel le'prôdu^ des trois 

termes est du signe contraire au signe du coefficient <; ; 

. or, ce signe 'résulte dé cèMl' dent ohaquie radical esl 
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t 
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\ m ' . 

«Bbctéj etdecelaiqae^r«i3Iepro3iiâr -r' 

sniT^nt la oatiurc^ dea r^fiies z\ z% tT, de la. rédaite. 

On <}oit,d*«^6rd ^efver que la.co»biiiaidon des 
signes des termes de cb^que vdieur de x donne -f* ^^uis 
le premier système ^ et •—> dans le second. 

Cela poâé> 1^ réqnatîen (A) ayant son dernier 
terme négatif , doit^ lonqne ses trois racines sontréeUes, 
les avoir toutes positives, ou seulement une positive 
et les deux autres négàûxesri caf le dernier terme étant 
le produit de toutes les racines prises avec un signe 
contraire, ne peut être négatif que lorsque ses trois 
facteurs sont négatifs, ou qu*il n*y en a qu'un seul. 
Dans le prepûer cas ,4e» racines n!, z", «*, étant posi- 
tives, le produit V^?, |/«". i/a", ne peut avçir que le 
signe + > et par conséquent c'est le premier système 
de valetirrqu^I faut prendre, si q est négatif, et le 
second, si f est positifs 

Dans le second cas , ^^i Ton dés^e ,par z^ . la ra- 
cine positive* de Téquation (flj, et 4^*01! pose z*=— «, 
2^=1:7— ^ySj il vipitf) suivant la remarque du, i\^ 17a des 
Siemens t .,..■•• .. :, -* , .. 

/?. V^?. V^? = \^^' V^^. V'i^=î>-^iV^ïiS?, 

ce quicbang!erprjlredès^igBesQaractéQSt)quèadf chaque 
aystème, en sorte qu'il f^ut prendre le premier lorsque 

^" est positif, et le second Ibrsguè^ ce coeÊcient est 

J ,1 J*/^ . 'i • *•* . . .'•. ;n ,r3 rr.ii 3,: x c. ,•• • : 

" fli**^ Ouând Téquation (R) à une 'racine .réelle ei. 
deux imaginaires, sa raciiie i^éllé est ''nécessairement 
posit^e, car Je/ d^icrji]^gînaires ip psu^ant prove- 
nir que d'uné_J(|Qation du second degre-i-dont le der- 
ni«r( terme, soit positif, et^^ui'soit pai otonséquen^ d^. la 
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fonne z^^A%+B'=iO^ il fAiif;«<p|ie. le facteur ^pFès» 
mier degré y qai -contie^t la racÛM ré^Ue ^ soit de la 
forme z — y , sând tjuibi le dernier tet^e du produit du 
premier Eaoteur par le second^ s^âlé^pôttitif; 
En résolvant FéquatidQ s*+i4^«-f'^>^o, oaattrà 
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mais pour que seâ r^^dnes soi^iit îmkginah:es ^ il &ut'C|iii;. 

A 



i .« . >, '■». (t. .^ , i . Vi 



J 'f k.^ > 
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faisant doncponf abréger, 

.••-. ,, r, .. .1. ..' r ■ ■:■■■ 

il viendra ' - i -^ ' -* '- ^ ^ ' \' 

Désignant par s' la racine réelle^ en pptera 

et pour connaître 'lé véritaH^'-ffigné ^é v/a*;V'^.>, 
il faudra faire attentipn à celui de 4. Si ce dernier esl^ 
positif, .-il viendra ; ■ .' > ; _ • 

ce produit étarit positif.. ïe choix (du jBystème des va-*, 
leurs de x se fera comme si les trois racines m .1 e^ 
quation (A), étaient réelle^ ^t p.c^itiv.es| mais i^. « est 
négatif, il faut oïisérvér qùé . ' , 

■p<> t il ly ■ ■■ « . ■■ - • ê U i i I .__^ :^ 

• Y- «.-'/» V^— 1 == .1/— i ¥•<--+•/» ••r-* ,. „' 
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fâice qu'il en réaulté. 

et qu'alors le choix du système, des valeurs de x doit 
être le même que si la réduite avait deux racines né* 
gatives (*). V '. * 

35. Quant à ce qui regarde la nature des racîn.esi 
de réquatioil du quatrième degré proposée, on voit 
1^ qu'elles seront toutes réelles, lorsque celles de 
réquatîon' (ft) seront réelles et positites : 

a**. Que sï cette dernière a détfx'ractnes négative^ ; 
la proposée aura sçs quatre racines imaginaires \ excepté 
le cas où les deux quantités négatives z", 2^'> seraient 
égales entr'elles ; car alors elks- se déttuiraient dans 
deux racines qui deviendraient réelles et é^les, 4 

rr- î U^z' dapé lepi^eaûer système, et à + ï yz' dans 
le second ; 

3^. Si deux des racines s^ et z" de la réduite sont 
imaginaires y *dè«x des quatre valeurs de x contien-v 
dront rei^ressiop 

' . ' M . 

qui, quoîqu'affeçtée de symboles imaginaires, est réelle 
et égale à 

(*) Telles sont, à peu de chose près, les remaEqncs faîtes par 
M* Breltf Depttis on a iptOfiosë (Jawnul Se /*^eo/« Pplytèchm 
hique^i 7« cVâ«/fiihier»v p« 7^) dicter ^açibiiâiié des ijMèiiief 

des valcnrs^ t^ ^, en titèm d« Te^OeQ V^?- f/?'. l/i* = ^0 
(ao), ia yaljear de IMn des trois radicaux, ce qui réduit lès deux 
systèmes d4 tiJmws ]^<i(% a^iiiidqfud' 4^ pfnC doimsr )• forme 

Qvûs ces fbpnolei n'ofU pas la symétrie qui i^^^ ^^ns les autret. 
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ces deuxE^cines seront par conaéqutnl réelliss : les deux 
autres contenant la quantité 

qui revient à 

^seront pajr conséqment imaginaires^ 

Pour reconnaître par les coeificieus^siêvies de la pro-< 

' posée y dans quel cas réquaJdon (/i) a ses trois racines 

reelleaj, il n*y a qu'à faire disparaître le second terme- 

de cette dernière > a&n <^. pouvoir la. comparer aveO' 

la formulé y^Py-^* (^= o ; pour cela on supposera. 

a = jr -^ -^, ce qui donnetna 

équation dont le» troia racinea seront réelles quandr 

t 

36, Je ne quitterai pas ce sujet sans faire remarquer^ 
que les racines imaginaires des équations du quatrième 
degré sont de la même fom^ie que cellies des.' équationi, 
du second et du troisième ^ c^Et8t-i-€^re dé la. foi:me- 

A ±zB V^— 1» £n eflSatj loisque la réduite a deux 
racines négatives, z% **, en les. représeirtant par 
•t 1— /5% les quatre valeurs de of- deviendront 

XX= i(i/£_{<,4.^)V'-.l)rj 



\ 



\ 
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X^ deox premières/ comlMùées ensànble^ âônneront 
un factenr réel du second degré j il en sera de même 
des deux demièïes. 
Qtuuid la réduite a defix radnés unàgifiaires de la 

forme »-4"^V^-*-^ ^t «—/iv/'^^^ les denit racines 
imaginiûres de la proposée deyiennent 

to faisant |/7= y et â#— ûV^*»4-ii' = — ^. 

La proposée pourra donc encore , dans ce cas> être 
formée par la multiplication de deux facteurs réels 
du second degré. 

37. Tels sont les résultats algébriques de la xéso» 
îution des équations générales des troisième et qua* 
.triéme degrés; ils s'accordent bien arec les lois de la 
composition des équations^ mais leur application nn*- 
mérique est souvent très pénible et fort peu satisfai* 
«ante. L'expression des raciaes des équations du troîf 
aième degré est composée de deux parties (19) , de telle 
aorte qu'en effectuant séparément lés extractions da 
xacines indiquées dans chacune» on ne parvient queU 
quefob qu'à des valeurs apprqchéesy pour des racines 
apii sont cependant des nouÂres entiers. Cet inceové- 
nient augmente encore pour le quatrième degré; car 
ai l'on voulait exprimer immédiatement par leurs coef- 
ficiens lés racines des. équations de ce degré, il faur 
draity sons les radicaux du second degré qui affectent 
les racines z^ z"^ J'y de la réduite, mettre des expres- 
sions contenant déjà des radicaux du troisième degré, 
sur des radicaux du deuxième. La difficulté du cas 
irréductible du troisième degré, s'introduisent alors 



.78 <X>WLiUEJ!ft . * 

^lans la iquatrième^ et ayant de même lieu dàn» 1« 
degrés 8Qpérieufs> aii^aieate encore,bçauçoiy» Timpei^» 
fection de la résoltidon littérale des éqnatipiis. de c^ 
degrés. Ce sont ces défaïUs que Lag^a^ge favaît en- mue» 
lorsqu'il disait : (^On peut assurer fi'ayaçCey q^e quand 
yi même on parviendrait à résoudre g^néfalemient le 
)i cinquième degré et les suiyans^ on n aurait par là 
>i que des formuler algél^ques^ prec^^u^; en eUeir 
91 mêmes > mais très peu utiles pour la résolution effec- 
^ tîve et numérique des équations des lûêmes degrés; 
1^ ^ qui par conséquent ïie dispeQ3eraieat fsm dWo^ 
)) recours, aux laéttodes .arittunétiques (*). » 

^ C'est d^aprèji c^ DiiptUs dWn avA^i giànd poids» qtitt 
j'^i cru ne devoir? donner dans les Éiérfiiê^ ^^ Aigèbr0 
que la résolution nuâiérique dés équations^ qui a est, à 
-n proprement paèléir> •Une bpéi^atioa' arithmétique îbn- 
11. dée, à la Téxité, 9ar les principes généraux de la 
é théorie des éqùAtioBs» «sais dont les i^ésultaîs ne sont 
4» que des noffibret où f seu ne ^eeonnaSt pius tes pre^ 
ii niiers nombres qai<>nt seM d'éï^nHsw { C'ést-à-dirfe 
-o les oodBciens de l'équation à résotidi^ ) , et qui ne 
in conseirrent aucooie ftaCe de» ditféreiites opérations 
^ particiiiièréKs qui ks ont produits. L'èxtmction des 
-» mcines quartes éV ciAîques est Poperâtion là pliis 
1^ simple de ce gen^e; c'est la résolution des équations 
-n ^ramériques du sebofid et du h'oîsîème &gré , daifs 
» lesquelles tous les teirmésiQtermédlaH[*es manquient.w 
Vîète a srûremént été gtiidé par des considérations çfe 
ce genre, lorsque , dahs son Traité de nuriiefosa potes^^ 
ïatûm adfectarumresqiutione, il a chercîié à résoudre 
Immédiatement les équations numéxiques par une suite 

" C^) D& In Résolution dés Équations numériques de tous les 
dpgnés (a«^âdit. I Avertissement, pagevii)). ' 



.^oplratioiis purement arithmétiques et combinées entre 
elles ^ â-pÂ%^l^ ètgiil^. le soodt celles qu'on. emploie 
pour extraire les racines des nombres.' Si sa médiode 
élait ^fome.pçiçf: p^ }^^9^ 4Qi peuyeat se présen- 
UaCi eiisf^e fgLe,^^^ iuu9,|uccaf sion régulière das mêmes 
procédés, elle conduisit iDËulliblemettt à la racine 
cherchée, lorsque cette racine est assignable exactement 
en neihbres, et dans tous les «titrés cas, à une valent 
de plus en plus approdiéé^ elle* ne lai«eraltHen A de» 
sirer dans la réiointion onmériqne dès équations, qa0 
l'iOJïpic^uêrait abrv regarder comikie aussi oodiplète que 
Textraction des racines : mais il n'en est pas aînsik 
Mal^gre les efForts. qUe Uarfidt, Ougtred , W«lUs , Peft 
e^ cl*atttres , ont laits pour perf edionnet la médiode de 
Viète 9 elle est toujours demeurée ttès • Aéfectaense ; et 
Lagrange, en dernier lî^a, a fnonti^' a quitte ne peut 
)) témgjt d'une manière* certaine pour Jes (éqnatioiis dent 
n fouâJes termea ont lo même stgae^ â ^^âoeeption dfli 
19 dernier tout conqu} car alors ce terme de\[ant être 
w égal à la sohime de. tous les autres > on peut, par 
n des tâtonnètmens . linûtés. et réglés , ttom^f succ^ssi- 
vi yement tous les- chiffres de la valeur de l'inconnue 
» jusqu'au degré de précision qu'on am-a fixé. Dana 
fi tous les autres cas , les tâtonnem^ns deviendront plus» 
a ou moins incej^ins ^ à- Cause des termiss.soustractH's. » 
Lagrangç fait voir, de plus, que Vqn peut toujours ra- 
mener une équation quelconque à cette forme, a pourvu 
w qu'on ait deu^ lixmfès d'une vacines, l'une en plus, 
w l'autre en moins, et qui «oient tfeHes, que toutes les 
n autres racines y ainsi que les parties réelles des racines 
y> imaginaires, s'ily en a, fombent hors de ces limites, n 
Mais ces limifes étant au moins aussi difficiles â trouver 
que les racines mAbea de l'équation , la méthode dooaéi» 
dans les Èlém^m^ n? slûi^ est préfésafals à cette r^ 
cherche. 



COlfFLéMfiliy * 

Des racines imaginàireê m'génétàU ^^ <^' 



: '} 
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S8. On a Ttt> dans le n"^ 36'^ qim tes racîneà ^iHiâ^'^' 
naires des équations du cjuatrièmé flegré pouvaient i«' 
distribuer par couples^ tels tp!^ 

en sorte que chaque couple donbait un facteur du se«> 
cond degré , dont les coefficiens étaient réels. 

Les analystes ont aussi reconnu que tonte équation' 
de degré pair est idécomposable en- facteurs réels dn 
second d^é. . Yoici la démonstration qu'en a donnée 
M. Laplace {Journal des séances de V Ecole Normale ^ 
t^eçons, i"^ édà. » t* II, pag» 3i5» et Journal de ï École 
PolytediriiqUe) 7*-«t 8* cahjçrs, pag. 56). 

U faut prouver df abord que toute équation dun «Ah 
gfé quelconque p^ aura unfacteuV réddusecondd^ré, 

si toute équation du degré ^^^ i a un facteur réel,. . 

soit du premier , soit du second degré, ' * 

' Je représente par (P) l'équation du degré p , et ses 
racines par *, ^, y, ^, etc. Cela posé, j'observe que 
les facteurs du second degré de cette équation , formés 
nécessairement par la multiplication des facteurs du 
premier degré, com^binés deux à deux, seront 

î ' . ** — (« + y) « + -V 1 ^ 



• • . 



. • • . • • . .. ^, . •« 



.X* — (^ + y) X.+ ^ 

etc. • , 

•t dépendront par Conséquent ^de la recherche des fonc- 
tions de la forme «+i8 et tifi. Ces fonctions seraient 



k )^. t 
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déterminéei si Yon en coiiDaissait deux de la fgnne 

■- • ' 

les lettres M et M désignant des nombres donnés; ctf 
en faisant 

on trouTerait 

* + ^~ M'— m'' *^~M—M' 

Mac^ pour pa^ryenir à Téquation de laquelle dépend la 
fonction »+ ^ '{-Mufi , il faut former toutes les yaleura 
qu^elle piçitd > en "y mettant successivement , au ttu 
de « et de i3^ toutes les racines « , ^ » y , ^> etc. de la^ 
proposée , combinée deux à deux (8) , ce qui donne 

P V/ "^ — i résultats , et fait voir par conséquent que 
réquajtioDuchercliée, que je désignerai par (Ç), mon- 
terait au dfegré .2i£llii. ^ 

a ■ » 

• 1^. Si Ton admet d'abord que cette équation ait to»^ 
-jours une racine réeUe , en donnant à M une infinité de 
râleurs, on fondera une infinité d'équations semblables , 
dont cbacune aura une raèine réelle , renfen^nt une 
des combinaisons qu'on peut-faire des racines de la> 
proposée dans la formule «-+-^8+ il/#^ ; or, le nombre 
de ces combinaisons étant limité , il faudra nécessaire- 
ment que la même combinaison sott répétée plusieurs 
fois avec divernf s valeurs de M- On peut donc affirmer . 
qu'il existe au moins deux fondjons de la forme 

contenant les mêmes racines 4 et fi, et dont les valeurs 
Compl.desÈl4m,ÏÏMs. * 6 



ff^PTêùiA réelles; tfoù il résulté gue les taleuïs 
eorrespondanjtcs de •4' A.et de «^ lesoat an^^ù 

fl°. Si l'équation (Q) n*a point de racines réelles ; 
lûais seulement un facteur réel du second degré , dont 
les racines soient imaginaires, en donnant à Jlf une 
infinitédevajeurs.on obtiendra une infinile de fonc- 
tions «+/8+i»f*i8, dont l'expression sera de la forme 
^4-iîl/— i; et on prouvera, conmie ci -dessus, 
qu'il doit s'en trouver plusieurs qui ne diffèrent q^e par 
les valeurs de M. On aura donc 

4'où on. tkera 

•+/?=— ^- ■ — ^—M _ ' 

- '^•= W-'M 

En réunissant les tennis réels entr'eux et les termes 
îmagiDaires entr'eux, on pourra représenter ces ex- 
' pressions par 

etpar là* lefecteur«*—(«+^)«+«^ deviendra 

L'existence de ce facteur entrée ceUe d'un autre , qui 
serait ^ 

car soit X—r/^ le -quotient que donne l'équation 
(P), lorsqu'on la divise .par le premi^ facteur : l^a 



*\ 
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^pumtiiis XetY doivei^ être nécessairemeat teHes , 
que les parties imagiàaires «ontenueanfaiis le produit 

deccrfacteué, par AL-*Ï^Ï/^, tfeîtïéf èuiàiwrt , puisque 
le dividende^ ésit* eû^&èteiàïeW réeU et ri l'oH muteîplie 

fe seecnld facteur .par X-f-Î^V^.--^ > o» «w» n» n«*ç 
Teau produit, dans lequel 1^ partie réelle sera encore 
la même <^e'^cèile'dU'précé<teïit\ et' kt partie imagi« 
oaire uTaysmt^ fait'' que ekaogop «de-* sîgjii^-» - e^étanouira 
aussi. 

Si» giiiéraUto«te>ei%>9esai£Mi vielle qui a lyifaGteuç 
delà kmam m-i-iy^^ ^ eaiaiiéBMHiiDBBttaft aarda 
la forme a— 6V^— i* 

Maintènaiit si les polynômes 

D*oiit poiht dé dlvisénjr coiàmun/ ils" renferment entra 
eux ^M iaeteura sîéipfeà del'^qiMtioii ÇP), qax', 
awitipKéa Fua pat rentre, d^enf'atifttliur'du ^la^ 
triéme degré dont le» coeiBcièaii^ simt réda» et ¥^a % 
asoQtré, nlùaiéro 36, qére'toeae' éqaatUa d»qaatvî4alt 
degré pcutsadéeQHipaber en fiw > si Mrii rédb>4i»saaoii4<»)4 



dessus. D suffit pou» «sift d» dtfofflai y w i if ww» ' ^ àtm k^SMKotq 
dtt premier àefpé^ q;ai «eront de k touna 

« - (C + Z>V/=:i) ~ /-^v^V^i 

, _ (c - z) v/^j - K*- - ï\/^n 
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' Si léa deux polynôme» > 

ont uncUyiseur communia en les mettant sous la forme 

on verra que ce diviseur doit être commun aussr aux 
fleux quantités a:* — fi€x + E eï qDx — F , et on ^n 
conclura qu'il na peut .-être que de la forpiax-^J : o& 
aura donc 

ar*— aCx + £— (aDx— F) \/^^i 

3C»:~aCj + jE + ( aPa?-> F-j V-^ i ♦. 
... =(x-./iC + LV^-i)(x-/); 

d'^il sttit quex— i^— £V^^r'a?--it+/ivCir» 
etx^— >/> seront trois facteurs de Téquation (P). Les 
lieux premiero y Hiultijâiés entr'eioc , donnent un facteur 
réel du second* degré ; et en divisant Féquation (P) pat 
le tiioisième , on obtiendra , si elle est d'un degré pair» 
un 4]uotient de'degré impair» qui aura lui-même un 
ÎMs^^v réel du premier degré j formant avpc celui par 



•^m—^lim»mmimmmm,^mmmmmmmmtmm 



h^tpsstâ^ane, en aietlsat poor les exptemiôns 

lean valenn qm' ont ët^ trouvées dans le n^ 3o , on obtiendra 
deu3( produits, rt^ls. Par ce pbangement» on rend les raisonne- 
mens du texte tont-à-fait -indépendans de la résolution des équa- 
tions des degnés supérieurs au second , ce qui peut être utile pouK 
gnejque. cas paorûpuUer du renscigae|B«iU, 
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le^el on a divisé , ua second facteur réel du deaxième 
degré. Il est donc bien prouvé' qu'une équation (P) ^ 
de degré pair ,, 4ura ^v, çioins un facteur réel du deuxième 
degré , si l'équation (Q) a toujours un facteur réel ^ soit 
di^ picenûer degré ^ soit du second., 

3q. Cela posé^ tout nombre pair étant n^essairch^ 
filent le produit d'un nombre impair multiplié par quel- 
4a un des nombres a > 4 > ^ > ^^ > ^^* > c'est-^-^re pav 
«ne puissante de s^, sera, comprît dans la formule a^n^ 
m représentant nn nombre entier ^lelconque, et n un 
nombre i)npair ; le degré de l'équation {Q) , eiqirimé 

en général par '^^^'^ ^ i , sera donc égal 4 
â"»ii(a"»n — i) «^, -. « 

si p'=:Q^n. FiBLisant (ii^n-^i)n=:nf; n^ sera encore 
«n nombre impaiV^ pu&qu'ilest le produit de deux 
nombres impairs^ n et a"*»-*-!-; etd'^rès ce qui pré^ 
cède-^ Féquation du degré a"*/Kaura un facteur réel du 
second degré; si l'équation du degré â"^'7i' a un fac^ 
teur réel^ soit du premier^ soit du deuxième. Par la 
même raison^ Féquation du degré a^^'n' aura un fac« 
teur réel^ si Féquation du, degré a"^*»'(a*^V— i) ou 
^m^^n a wi &cteur réel y soit du premier , soit du 
«deuxième de^é. En continuant ainsi, on passera par 
une suite adéquations dont les plu3 hauts expqsans seionti 
'àe la forme -, ' 

les nombres n, n\ n'^ n* .... étant tous impairs, et on 
arrivera enfin à une dernière équation de degré impair , 
qni aura nécessairement un facteur réel du premiet 
degré {^Èlém. ai.3 ) ; par conséquent Farant-denutre eu 
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aura no dn second dejgré , aimi que chacune des autres » 
jn<qtt*à la. proposée inclusivement. Si Toi conçoit en- 
ittite que celle-ci soit divisée par le facteur du second 
degré dont on vient de prouver l'existence, le quotient 
étant encore de degré pair^ contiendra au moins un 
facteur céel du .second degrés par lequel on pourra le 
divûier de aouiwaii. Sans qu'il soit hBsoin d'aller ai^ 
deU» <m voit qu'une équation q}i0lcQmfue d'un degré 
pair est toujours décompombk en faUeMTs réels du 
second Âegt4; et pdbqu'uoe équKfeion t^e degré impair 
aeraipène à une équation 4e d^é pi|ir , fin la divisant 
par le factetir réel qu'elle a aécessaîrement^ il s'ensuit 
qu'une équation de degré quelconque ne peut avoir qu» 
des mcinesréelles ou des racines imaginaires sfimblables 
à celles des équations du seco^^deçréf-e-esUàJir^ 

réductibles à la forme AdoB V^— i « 

jÇo, n semUe qu'après aveâr vu Ja HoinDe éeà r^aeîiiea 
teaginaîxvB des iquatioine en gênéfal e/t c^e des raetnea 
quelcooqses 4les •équations des degrés qu'on sait ré- 
Bottdre^ on doit re^vemr eor da imianque faite dans 1« 
B^ iSi des ÉUémenSf qne^ si pour une équation algé^ 
iHiqiie quelconque il y a tou^ors «ne expression réelle 
eu imaginaire €pà, sonmse^aux opérations jndiquéea 
ehos cette équatiota, deiin^ un «ésultÉl dont tous Jet 
termes se ^étnâsei^y la même équation eera nfcessaire«- 
enent le prodmt d'aiâant de futurs, simples que aom 
plus haut expoâmt renferme d'unilés* La résolution dea 
équations de^ quatre premJM» degrés lut voir la vérité 
jde cette proposition daiis lés éqi^itio^ même du cin-* 
quièiAe , qui ont nécessairement une racine jéelle ( Élé^ 
^nensmS). 

J\ est yisibfe qu*en général la question se réduit à 
prouver que toute équation d'un degré pair a au moins 
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une racine, soit réelle , soit imeginaire. L^i propositioa 
du noméro ptéôéàent n'a ^té démontrée qu*en regar* 
dant l'éqaation proposée comme le produit d*im nomBrè 
de facteurs simples égal à l'exposait de son degré ; en 
sorte que la difficulté subsiste encore dani son entier. 
n était nécessaire de l'écarter des Êtémens, qifi ne 
doivent contenir que tés notions tes plus évidentes * mab 
Ë contient de la montrer toute entière à ceux qui ont 
déjà péiiétré assez avant dans l'Analyse pour en saisir 
l'esprit. Si Ton n'a pas encore de démonstration Com-» 
.plète âledr ciRKrde la proposition dont îl^ s'agît, on 
peut dti moins leur dèimer des robdns assez finte» pour, 
qu'elle ne soit plus douteuse. 

UL L'esprk du calt^l algébrique \ Lagraoge , Dé lu, 
n Résolution dés ÈifuktUms Humériquës,^*è&t,y'p, ié&\ 
w qui est indépenda^des vateilrs particulières qu'on peut 
ti donner aux quastitéa, fait qu'on peut regarder tout 
f» polynôme {\r"4-ete. ) comme fermé du. produit 
» d'aiftant de facteurs simples a>— a, a:— &, x—c etc. 
n qu'il y a d'Unités dans l'es^sant m du degré de ce 
fi polynôme^ quelles que posent êtl» d'ailleuxb lek. 
n quantités ti^ *, c, etc. p 
. Dévelt)ppoiis un peu cette remaque. 

La «cArnmIe ar^— i|,+ |/i>* — 9, qui reprfc 
•eut» les i^ciaes dé Téqui^'cHi x*» +px 4- ç = o , n^ 
cesse ^ak de le &te , quoiqui» cette ^uation devienne 
•bserdeç seulettétit elfe se réduit alors à ub symbole 
purement algéètique, qui ne corrrèa|K)nd pîus à aucune 
quantité ejcistante, mais qui^^^j^ult soumis aux opéra- 
lions indiquées dans l'équaHon, n'en rend par «oins la 
somitte de tous les termes égale à zéro. Par cet exemple, 
on dôît comprendre que sll éxîiste pour un seul cas une 
expression de la racine d*ttiÉB équstioù de degré pair 
c^e expi-essioh doit encore subsister poiir tout àufrJ 
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Or ^n a TU (Élém. ai^ ) , que toute équation de àeffi 
pair a au moins deux racines réelles , lorsque son dernier 
terme est négatif; m^is la valeur de ces racines dépen- 
dant de celle àfia coefiiciens de l'équation proposée , 
doit nécessairement être composée d'une certaine ma- 
ioiière ayec ces çoeiEciens, on en être une fonction^ 
Quoiqu'on ne puisse pas assigner la forme de cette 
fonction^ son existence n'est p^ moins évidente; \m 
méthodç des séries et le calcul différentiel fournissent 
les moyens d'^n avoir des développem^ns. Cela posé, il 
est visible -qu'elle doit, encore subsister loi:8q.tt*on y 
changera Te signe du dernier terme de l'équ^on pro« 
posée ^ et qu'alors elle deviendra I9, racine de Féqua-v 
tion dont le dernier tern^ est positif; elle pourra > par 
ça» changement, cesser d'être réelle, mais non pas 
d'exister comme expression ana]3rtique ; il sera donc 
toujours permis de la représenter par un symbole qui 
jouira des propriétés comm1:^les ^ toutes les rapines des 
équatioiis* r • 

On pourrait opposer à ce raisonnement les remarques 
des numéros 67 et 6^ des Élémens; mais on y répon-r 
drait en faisant observer que les exceptions indiquées 
dans ces remarques ne peuvent se rencontrer dans les 
éqi^tions algébriques à une seule inconnue. £n effet ^ 
ces équations ne peuvent être identiques saps qu'on le 
reconnaisse à leur simple inspection; et il est évident 
XÉlém. aia) ^'aucune valeur infinie n'y serait satis-f 
faire, lorsque leurs coelÇci^os sont ^is* 

4* • D'Alembert démontra le premier que les expres- 
sions îirfaginaires pouvaient toutes se réduire à la forme 

j4 ±B^ — i . La vérité de cette proposition , à l'égard 
des expresi^ions résultante» des opérations algébriques , 
sût naturellement de ce qui précède; car en (es éga* 



,-f, * 
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îanf i dea inconnues » et fiM^ant disparaître les radi- 
caux qu'elles contiennent, on pandendra à des équationai 
dont les racines imaginaires seront de la forme.../ 

On peut encore s'assurej directement de cette yérîté , 
«H observant : 

—(a— a'+û"+etc.)+(J— y+i^+etc.) /^ ; 
A*, que (n+J ►CIT) (a'+y /^) 

Pour prouver cette dernière proposition^ en changera 

(fl+i V^— 0" en a^CiH — j/— i)» j et en observant 
que 

ï/^ = + yCII I ( V/^)5= + /ni 

'On TMta que si on désigne par / un nombre entier quel- 
' conque, on doit avoir «n général i 



» 
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ce qui renfenne tons les cas ; car il est éyident qu^îl 
n*existe aucun nombre entier qui ne soit compris dans 
Tune des quatre formules 

4*1 4^ + *, 4^ + a, 4' + 5, 

c*est-4-dire qui ne soit divisible par 4} ou qui ne le 
devienne quand on en ôte i ^ ou 12^ ou 3 nnit^. 

Cela posé , on trouve par le développement de la 
puissance m du binôme , 

"*Ti*^^ * i.a a^ 1.9.3 "5»^"^* 

_j_ m(m— i)(m— a)(in-*'S) M * 
"^ i.a.3.4 5? +etc.; 



et en réunissant les termes affectés de j/— 1, qui sont 
ceux de rang paîr^ il vient 

^ m(ffi— 1) &* . w^~i:)(yn~a)(m— 8 ) i^ 
/m & ' m(m-^i ) (m-aa) y y 

» 

Pour passer de ce développement à celui de. • . . . 
^1 — -V^— O , il suffit de changea le signe de la 

quantité - dans tous les termes oublie se trouve élevée 
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à ose pmaaance impaire , et ea aura ainsi 

m(m— i)i^ , m(m— i)(m— a)(wi— 3)4< 

l*. -- j- ,g . Tî — etc. 

i.a 0* ' i.a.3.4 ^ 

\i a i.a.o o^^ / 

Multipliant ces réstiltats par a", et faisant 

«n I— — ^ ^n+-^= :r y ^-î — «te. les -^, 

\ i.a c* i.a.3.4 a* / 

/mb m(iii— i)(m— a) y , ^^\_ » 
^* VJa Ta":! 7.+«te.;-^, 

^3 viendra 

(fl4^|/Z:r)-«=s=^-|.^l/II7, (a— i/I^Tre^-^/^- 
Lorsque j*aiirai <fait voir ^e le déyeloppement de la 
jHOssanqi m du hînome convient Clément au cas oà 
l'exposant m est fiaotioimaire ou négatif, il sera dé^ 
montré^ par ce gui précède^ que, quelle que soit m, 

Jku moyen de œs r^eultals, on iwnèaeea i la foians ^ 

A^B i/^i toute «xpreanon résuhauto 41e la conbî- 

naison de pludenrs nantîtes de la forme adb h \/^^ y 
par addition ^ sowtractidn , multiplication , division 
et élévation aux puissances^ sort entières, soit frac- 
tionnaires. 

4s. l^isuit^ la iH^poaidoii démontrée a*^> fuo 
po«r obtenir lee nMÎMs imaginabes d'iule écpiatîoci 
ipelooiique y il fEuit la déconiposer en fiaetaes du second ' 
dBgpé ; mail ce aMjen iezq;e la risoluiian d'une é^piatioa 
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du degré ^ ■ ( 38 ) ^ avant même qu'on pttisâê 

savoir si la proposée du degré m a ou non des racines 
imaginaires. Les géomètres ont cherché des méthodes 
pour reconnaître Texistence de ces racines indépendant^ 
ment de la résolution d'aucune équation^ et je vais ex- 
poser ce que Lagrange a trouvé de -plus général à cet 
égard. 

Si on désigne par « ^ ^» y ^ ^9 etc. les racines réelles 
d'une équation de degré quelconque , ses racines ima-- 
ginaires pouvant être assemblées par couples dé la forme 

a±:b\/ — 1, a'di;:b'\/ — 1,. etc* (89), les différence* 
des racines combinées deux à de»x~ seront nécessaire-^ 
ment de Tune deè formes suivantes : 

.#— y8 entre dçux racines réelles.,. 

«— azpftV^ — 1 entre une racine réelle et'une 

racine imaginaire) 

(a — û')±:(6 — y)V^ — 1 entre deux racines iAaginaireB 

de couples différens , 

aby — 1 entre deux racines imaginaires. 
du même çouffle*.' 

En faisant les quarrés de eea ex^nressions , on trouvera 
pour la première un résultat réel et positif^ et pour la 
quatrième un résultat réel et négatif; les deux autres 
donneront des résultats imaginaires, à moins qu'on n'ait 
«=a, ou a=a\ ou b^=zb'; mais chacun de ces cas 
introduit des racines égales dans l'équation aux quarr^ 
des différences. Il suit de là qu'en faisant abstraction des- 
Idoines égales , V équation Hont lesjacines Sontjtes. quar-' 
Tes des iUfférences»qui se trouvent entre celles de la 
proposée , aura autant de racines négatives que cette 
dernière a de couples différons de Vficines imaginaires* 
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43. On roit, par ce qui précède , combien il serait à 
désirer qu'on eût au moins une règle sûre pour connaître^ 
sans calcul^ le nombre des racines positives et négatives 
d'une équation quelconque^ pmsqu'on serait alors en 
' ^tat d'assigner^ au moyen de l'équation ai^^quarrés 
des différences, le nombre des racines réelles et celui 
des racines imaginaires de la proposée. Malheureuse- 
ment la règle qu'a donnée Descartes pour remplir cet 
objets généralbée autant qu'elle peut l'être , se réduit 
à ce que : 

Toute équation ne saurait avoir un nombre de racines 
fo^iti^es plus grand que celui des variations de signe 
qui se trouvent entre ces termes, ni un nombre de ra^ 
cines négatives plus grand que celui des permanences 
du même signe; et si elle ne contenait que des racines 
réelles^ elle en aurait précisément autant de positives 
que de variations de signe, et autant de négatives que 
de permanences du même. 

Les variations de signes sont les changemens de 
tI- en — ou de — ^ en +, qui ont lieu d'un terme à 
l'autre ; et il y a permanence chaque fois que le signe d'un 
terme est le même que celui du précédent. L'équation 

par exemple, a ttpis variations de signe, savoir, de 
+ x^à— &t^> de— fcc3à-H7j:*, etde+gx à —4; 
du terme • -4*7^ *«i terme -HgXjilvy a une per- 
manence du signe -)-• 

Parmi les diverses démonstrations .qu'on a données de 
cette règle I je choisirai celle qui est due k Segner, parce 
qu'elle npi'a paru la plus simple de toutes. 

Soit l'équaition 

x" Hh Px"*-* ±,Oaf^ ±, Tx±.U=o, 

dans laquelle leis «ignés -{- et W se Itlccèdent d'une ma^ 



mère quelconque; en la multipliant par le faotenr. 
qui donne la racine positive x=zm, on aura 

I^ee^eoefficien» placés dans la première ligne de ce rê^ 
sultaty sont ceux de- la proposée, pris arec le même 
signe dont ils étaient d*abord alTectiés; et les coefficiens 
de- la seconde ligne sont formés dé ceux de la première , 
inkipHés^par «, mais pris avec un signe contraire, et 
reculés d'un rang vers la droite. Cela posé, tant que Ie9 
coei&eiehs supérieurs seront phis grands que les infé^ 
fîeufSi ils détermineront iè signe du terme dans lequel 
ils se trouvent; et comme ils n'ont pas ch^gé dé signe» 
il y aura entr^eux* lés mêmes variatioBS et tes mèmei 
permanences que dans ht proposée; mais le dernier 
terme.ip Um ayant toujours un signe contraire à celui 
du coefficient supérieur' ih 17 de l'avant-demier, il ea 
résultera une nouvelle variation que la proposée n'avait 
point. 

Lorsqu'on rencontrerann coefficient infilrieur de ïig^e 
contraire à son con^espondânt supérieur; et plàtf grand 
que eelui'^i , il y aura une permanence d^ fat proposée 
qui se changera ckiis une variadoB; carlesignedu terme 
oA cela arrivera étant détefaûné par eelai d»cedt** 
cient inférieur, sera contraire au signe du' terme piécé* 
dent, qu'on suppose leméme^eceki'desaiàcoefiâeaft 
supérieur. 

Ov sentira la vérité- de cette assertioi^, esr oboervast 
qu'on ne peut être obligé>de recourâ au coeSineat i»* 
férieur pour reconiiaî&fe te «g^e d'um terHie, fae âtfsai 
des cas semblables à l'un des deux suivant , 
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^n snpposant qu'on ait /{• >5 ; Tordre de la succession 

de? sîgaiça serj^dans le premier -i , et dans \e second 

—- f-. Je n*ai point écrit le coefficient inférieur dans lo 
premier terme > puisque, par Thypothèse, il n'influo 
point sur le signe de ce terme. 

n est donc évident que chaque fois qn'on descend dt 
la ligne supérieure dans la ligne inférieure pour déter-* 
miner le signe > il y a ,alors une variation qui ne se trou* 
vait point dans Téquation proposée; et si après ce pas- 
sage on rest^ toujours dans la If^e infîérieufe'y on re-« 
trouve les mimes variations et les mêmes permanences 
qi^daas la proposée, puisque Im cofflkiens de oett« 
ligne onttQBs ujjl signe contraire à, leur signe primkdf. 
Quaii4 on reQipiiftexa.de la.ligpQ idEérieur» à la ligna 
^opiérieure , il en pourra résulter on une variation» ou 
unffrpflfWme^c!» > icar il n'existe aucnna connexion eatr^ 
le sigRe.4'W: cpQiScÂent inférieur et celui dn coefficient 
Sf^éfi^nT: du teivie suivant. Mais en supposant même 
q^e c§ passage produisit dans toi» Jes cas une perma- 
a^nçe.» cpnumi hdsKoier terme de. la. nouvelle équation 
Sait .p^irts^ dej h ^^çQïilde ligp« , il Suidai tonjoun re*« 
venir aA.moint uv^.feis d^ plus dans cette ligne que dan& 
Ia.pr«9iîèr!ei> ^ par c^Haséqu^ht la^nouvelk équation ama. 
auîmoîps w^ variA^pu de sigp^e de j^s qne la proposée ; 
il eQ a^^l^ 4^ l^m^ A chaque «^emepcaitive qu'on in» 
^N>duiraîtw 

& m multipti^ «nssile réqnatipii(kBropiosée par la &c^ 
lleur.a^-Vr•, q^i dooue la ramne a^igf^iie xss— «^ 
on anse- 

Les coefficd^ns pl^qés dans l^s première ligne sont en-« 
core ici les mêmes et de même signe qoe aSQs Téquation 
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proposée;. ceux de la seconde ligne sont aussi fonnés 
de ceux de la première , multipliés par «t reculés d'un 
rang vers la droite', mais dans le cas actuel, ils ont con« 
kervé leur signe primitif. 

Enrabonnant comme ci-dassiisj On verra que chaque 
tbis qu'on sera obligé de prendre le signe du coefficient 
inférieur > on obtiendra une nouvelle permanence qui 
n'existait point dans la proposée. Les exemples ci-joints 

analogues à àéiX <{tt*on à donnés pltis haut, rendront 
cette conséquence bien évidente, puisque Bm étant plus 
grand que S, on aura dans run'-h + , et dans Taùtre' 
««- — -. Lorsqu'on remontera de la Kgne inférieure dans 
la ligne supérieure, il en pourra résïrh^r indlfféfemment 
ou une variation , ou une permanence ; mais en accor^ 
dantque ce soit une vaHation qui ait toujours lieu, on 
pourra, malgré cela, 'conclure que le nombre des per- 
manences sera au ihoins augmenté d'une unité , puisque 
le detnier terme se trouvant dans la seconde ligne , for- 
cera toujours à rçyenir à cette ligne au moins une fois 
de plus que dans l'autfe. Il sclit de là que chaque racine 
négative donnée à la pifoposée apportera avec elle au 
moins une permanence. En rapprochant ^tte conclusion 
de la précédente , on verra que le nombre des racine^ 
positives tPune équation quelconque ne saurait surpas^ 
ser celui des variations de signe qu'elle renferme, et la' 
nombre des racines négatives celui des permanences. 

Si l'équation proposée «n'avait que. des racines réelles, 
on ptouveçait aussi par là qu'elle doit avoir précisément 
autant de racines positives que de variations , et autant 
de racines négatives que de permanenfces. En effet, quel 
q;ùe soit lé nombre de variations et le nombre de perma- 
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tiences qu'ait apporté chaque^ raeîne positire et chaque 
racine négative , le nombre des unes et des autres ^ dan« 
le résultat finale» doit être égal à celui des termes di-« 
minué de Tunité ^ ou à Texposant du degré de l'équation^ 
ou enfin au nombre des racines ; mais les variations ne 
sont produites que parles racines positives ^ et les perma- 
nences que par les racines négatives : il faut donc qu*il 
y ait autant de variations que de racines positives ^ •au- 
tant de permanences que de racines négatives^ et vicë 
vetsâ. 

44* Les racines imaginaires modifient cette proposi- 
tion, parce qu'elles ont lieu, soit avec des variations ^ 
doit avec des permanences. Cela se voit sur l'équation 
même du second degré x^dbapx-|-</r=o, dont le« 
racines sont imaginaires, quelque signe qu'ait p, tant 
que p* est moindre que-^. 

On peut assez souvent reconnaître immédiatement 
la présence des racines imaginaires par la règle ci- 
dessus , lorsqu'une équation manque de quelques termes. 
Dans l'équation x^-^px + q^zo, par exemple, si Ton 
remplace par dzo.o;^ le second terme qui manque, il 

vient 

o?^ ±: o.x* 4- px + ç = o ; 

«t quand on na égard qu'au si^e supérieur, on ne 
trouve que des permanences , tandis que le signe infé- 
rieur donne deux variations.. Ces résultats, dont l'un 
seà^ble indiquer trois racines négatives , et l'autre deux 
racines positives, ne s'accordant point entr'eux, font 
voir que la proposée a des racines imaginaires. Si oa 

^avait 

a^^px + q = o, 

«n l'écrivant ainsi , 

x^'dtzo.x^'^pX'^qsso, 
£ompL des Elém. d*Alç» ' 7 
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45. Cela po«é, je dé.,v„^ *'^ >i?*. 

avait des racines imaginaires ni • f^^' '' ^««e-d 
I équation (D) n ,. „ T ' P^™^ les racin..» j 
"elles et négatives «a) • «JU • "^''««'rement d» 

positives est impaire^ ï H ''°'^^* ''«^ "cines téT 
couple de rac4l^^ii^^--*«»f d„p JJ^^^^^^ 

appliquant cette remarL f?.!! °'^°"" P<«itif S 
^e a, son dernier tenne'::,;iS^*',7 (Z)), on ,eS 
de racles négatives pair onS^j/^'r^^'^on^rl 
dun degré .mpair ou pair S ^ "''"' «n'elJe se« 
proposée aura un nomCoSTl P''^»»^!- cas, T 
^H'ag.naires, et un nombre Zl T^'^' ^« «c «^ 
général, il s„it de }» mZlJ^ " '^'"> ^^ »^oond ir 
^Jdece ,^.ou a v;*i'^^;7''-delVaÏÏc^ 

avou- plus de couples de racï • P'°P°«é*ne «urS 
trouve de n«™,-_-_ . "^'oes injaeina.v». _..., '^'* 



; ^" "" " TU n" 4a . m,- , -"' "iuanon CZ)\ 
arou- plus de couples de racï • P'°P°«é*ne «urS 
trouve depennan^nces desS"'^*^^^ qu'il ^^J* 
Les considérations pri^l '/*"« ^^"««00 CX>r 

«»iwee a de« ractte, i«,^_ 
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Ipnaires; et à trouver une limite que leur nombre ne 
jouisse excéder; mais en suivant l'esprit de la méthode , 
on formerait de nouvelles équations auxiliaires » les unes 
ipû ne pourraient avoir de racines négatives qu'autant 
que le nombre des racines imaginaires de la proposée ne 
«erait pas moindre que quatre, les autres qu'autant qu'il 
ne serait pas moindre que six^ et ainsi de suite. Il faudrait 
former^ dans le premier cas, l'équation qui donne les 
quarrésdes différences qui se Ijrouvent entre 4es somm^ 
des racines ajoutées deux à deux; dans le second , celle 
qui donne les quarrés des différences qui se trouvent 
entre les sommes des racines ajoutées trois à trdis, etc* 

46. Si on parvenait à trouver d'une manière quel- 
conque les radines négatives et inégales de Véquation (D), 
on en déduirait les racines imaginaires de la proposée* 

£n effet , en substituant dans cette dernière a+b ^/— -x 
au lieu de x, et en égalant sép^ément a zéro la partie 
réelle et lapartie imaginaire, on aurait deux équations 
pour déterminer les inconnues a et & ; mais si on con- 
naissaU à priori la valeur de b, et qu'on la substituât dane 
l'une et dans l'autre de ces équations , a serait donné 
par le diviseur con^nun des deux résultats, égalé à 
zéro {^Élém* 189). Or, en nommant — z' l'une des ra- 
cines négatives de l'équation (D) , cette racine expri- 
mera le quarré de la différence entre les deux racines 

imaginaires comprises dans la formule a ±6 j/— i^ et 
on aura par conséquent 

«Toù _ 
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De r extraction des racines des quantités en partîm 
commensurables et enpartie incommensurables 

Jh. On a^Vu dans les numéros ag et 3i , combien il 
pourrait être utile de savoir quand une expression com- 
pliquée de radicaux est une puissance parfaite; aussi 
les analystes se sont-ils occupés de la recherche dei 
caractères auxquels on reconnaît ces puissances. 

Soit ^a+ \/b ; l'expresion a + ^b ne peut êtr« 
quelequarré d'une autre de cette forme, X/A+^^B, 
dans laquelle se trouve comprise ceHe-ci , jf+ ^B , en 
supposant que A-=sJ.'^. Cela posé, on aura 

comparant d'un cÔté la partk coxnmensurable , et de 
l'autre la partie incommensurable, on formera les deux 
équations 

a = A + B, {/b=iii{^AB', 

quarrant de nouveau, il viendra 

a« = ^* + 3>^5 + i?% b = 4AB; 

retranchant la seconde équation de la première , on aura 

a^—b = A'' — aJB + B^', . 

•t prenant enfin la racine quarrée de chaque membre de 
cette dernière, on en conclura 

{/a^' — bzzzA — B. 

Si Ton combine cette équation avec a^=2A+B , on %n 
tirera les valeurs 

^=ia + iV/^^=^, B^ia^\\/a-—b, 

d'après lesquelles les qualités ^ et 5 ne peuvent être 
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rationnelles comme on le suppose ^ à moins que a*— fr 
ne soit un^quarré parfait. 

Soit pour exemple V7 + V48; on aura 

a = 7^ & = 48, fl»— 6 = 49 — 48=1, 

\/^+\/B=\/4+ k^ = a + v/3. 

• * * 

Soit encore Texpression littérale 



Àpiiyalente à « 



V4m7i-|- V/ — 4(m+n)*(m — n)* ; 
il viendra pour cet exemple 

a=:4fnny b= — ^(m-f-7i)*(m — »)•, 

=7ï»+n-j-(mTn) ^— i . 
Enfin si Ton avait 

on trouverait 

V^mn + ^/m* — amzi -f- ^ n*. 

Quand^ au lieu de y a -+: V^ J on a Va «^ V^6, 

il faut prendre |/y^ — V ^.> A et B conservant les 
mêmes vakurs que ci-des&us. .^ / ? 

Dans ces deux cas> la racine cherchée «st double, 
comme toutes celles du second. degré ^ car on a.dan« 



= ^* 
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le premier cas 

+v/2+v^^> on -v/^-v'y^ 

et dans le second > 

^^J[—\/B ou — |/54-V^51 

48. Je vaîs chercher actuellement les cas où il .esf 
possible d'extraire la racine cubique d'une expressiou 

' de la forme a + )/b. Pour y parvenir /il faut décou-* 
vrir la forme que Ton doit donner à cette racine» On 
ne peut supposer qu elle soit {/ji-^-y^B, carie cube 
de cette quantité étant 

^ \/ji +ZAV^B + 5B)/1+B\/'B 

contient deux radicaux quarrés essentiellement différens» 
Il n'en sera pas de même de la forme A + yB ; 
mais pour k généraliser un peu, f écrirai 

•on cttbe sera alors 

En comparant la partie rationnelle de cette «^pressioft 
avec Oi et la partie îrrationneHe ayec \/b, je trou- 
verai les équations 

quarrant Tune et rautre^ j'obtiendrai 

n»» O (A^ + £A^B + QA'iB'' ), 
b t^C^i^À^B^BA^B^-^B^yy 
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â*oû je conclurai 
tt par conséquent 

La lettre C étant indéterminée^ 'on peut en disposer 
pour que la quantité (fl**— i ) C soit un cube parfait; 
lorsque cette détermination sera eSeCtjiée, on aura, 

en taisant pour abréger — ■ ^ ■ ■ = c, 1 équation 

^»— JB=c, 
d'où 

substituant dans Téquation a = C(-^-f-3^i5), il 
Tiendra 

4CA^ — 5cCA — à = o. 

Cette dernière aura nécessairement une racine commen- 
f arable, si ^ et 5 sont ratiônneîgr 

En pr«B«iit pour exemple la ipiantité â + ^ t V^^^ 
du n* 29, -il viendra 

Le nombre 1 aS étant un cube J)arfaît, on pourra faire 
C=i, et ^on aura 

c=5, ^* — ^ = 5 et 4>— i5^— 3 = 0. ' 

L'équatidn eu- A sHyant pour dii^iusu^ •oomnkeDsiirab]i& 



lo4. 

'^— a> donne 
pois on trouve 

d'où il résulte 
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^ = a; 

/? = 4-5=-i; 



cm obtiendrait par le même procédé ^ 

Va — 11 v/^^i.== a — V^^. 
Soit encore la quantité 5a + 3o \/Z > qui donne 

Ici» pour fendre 4C un cube parfait^ il faut faire Cz^a-; 
il vient ensuite 

Maintenant si Ton pose aA=zy^ on aura l'équation 

y — 3y — 5a = o^ 

dont y'^4 ^^ ^^ diviseur, et Ton arrivera enfin à 

y^4> ^ = a, 2? = 3/ 

d'où - 



I r 
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V5a4-3aV/S=(a+|/3) V/a. 

49* Ces exemples suffisent pour montrer commeat 
on peut parvenir à extraire une racine quelconque d'une 
expression irrationnelle donnée. La difficulté consiste à 
deviner la forme sous laquelle cette racine doit se pré-^ 
lenter ; et lorsque cette forme est trouvée, et qu on eu 
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iK^mpare la puissance ayec TeXpr^ssicm irrationnelle pro-' ' "' 
posée, on obtient des équations en nombre, égal à ceint 
des indéterminées , et qui doivent conduire à une équa-« 
tîon finale ayant des diyiseurs commensurables. 

» 
Ainsi, pour ramener à la forme (^+ \/B) \/ C 

m 

réimpression Va+ V^5, on aura 

équation qui se partagera dans les suivantes : 

N la i.a.3.4 / 

D'après cea raletirs, il est visible que 
et comme 

on aura , après les réductions . 

• 

a»-J = C«(^_fi)», ou A-—B=:i/iEï, 

Il faudra donc premièrement, par une détermination 

convenable de C, rendre la quaptitë ? ~-^ une puis- 

aance exacte du degré n; lorsque cette condition sera 
remplie, on aura une valeur rationnelle de B , qui, 
substituée dans Texpreision de A, devra conduire à une 
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^uadon ayant des dîriseurs commeziHirabI«8^ si A peut 
être rationnel. 

Dz tabaissemejU des équations* 

5o. n y a des circonstances où une équation peut 
être ramenée à un degré inférieur k celui sous lequel 
elle se présente; cela arrive toujours lorsqu'il exista 
entre ses racines des relations {particulières , ou quelle 
deyient divisible par un facteur rationnel. La recherche 
des caractères auxquels on reconnaît qu'une équation 
est susceptible à* abaissement y et celle des moyens d'ef-- 
fectuer ces abaissemens> font partie de la résolution 
des équations; c'est pourquoi j'en traiterai succincte- 
ment ici. 
Je supposerai d'abord qu'on ait l'équation 

oc^ + px^ + qa^ + rx + * = o , 

dont les racines soient représentées piar a, b,cetd, et 
qu'on sache qu'entre deux de ces racines il existe une 
relation indiquée par l'équation ma-^nb = ft , m , it et A 
étaat des quantités connues , on pourra trouver a et & 
d'une manière-fort simple ; car a et 6 étant les racines 
de l'équation proposée^ on aura 

flf + pa^ + qa^ -f. ra + ^ = o > 
b^ + pb^ + qb'' + rb + s =zo } 

mais si de la dernière de Èelle-ci on élimine b, an 
nK)yen de l'équation 7na+ ni ==:/i, l'équation résul- 
tante devra nécessairement s'accorder, avec l'équation 

a* •+• pa^ + qa^ + ra + à==o', 

et puisque l'une et l'autre seront satisfaites par la même 
valeur de a ^ elles auront un facteut commun qu'on ob- 
tiendra en cherchant leur plus grand commun divi^enr^ 
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tit qui fera connaître la valeur de a ( Êlém. 189 ) : on 
trourerait b dé la même manière. Il convient d'observer 
que' dans le cas où les deux, racines a et i entreraient 
eemblablement dans la relation donnée , ce qui arrive^ 
tait si on avait m = n, d'où il résulterait 

le diviseur commun dont je viens de pfarler monte- 
nàt au second degré. La raison de ce fait est facile à 
apercevoir ; car alors , soit qu'on élimine a , soit qu*oxr 
élimine b, oh tombe sur des équations semblables » et 
qui ^r conséquent doivent conduire à une équation 
^kmnant en même temps Tune et l'autre de fces incon- 
nues y ou ayant ^eux rÀcines. 

. Si la rehition propoaée était Ia+ mb'{'nc^=k > on y 
joindrait^es équations 

i4 +pi^ 4- qb'' + rb -f j = 0, 
c^-f-pc^ + ^c*-j- rc + 5 = 0; 

et éliminant, an moyen des dcfnx dernières^ i et c da 
l'équation la+mb'^nc:=szky on parviendrait à une 
équation finale qui» ne renfermant plus que a, aurait 
nécessairement , avec a^ + pd^ -+• qa* -f- ra + ^ =s o , 
un diviseur commun qui détermineifait a : on trouverait 
b et c d'une manière semblable. Si on avait l:=:zmj ce 
qui diangerait la relation donnée en /(a4-&) -{-nc^^^k ^ 
comme il serait indifférent d'y écrire a pOûr b et b 
pour a, le diviseur commua qui donnerait a ^ donnerait 
aussi b y et serait par conséquent du deuxième degré^ 
Enfin dans Je cas où la relation donnée serait. . . , 
/(a + 6 + ç} = ft, lea trois racine3 «1 b, c entre- 
raient dans le même diviseur commun^ qui serait par 
aomiqueixt dù'troisîtee ^égré. 



V 
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Ce qu'on yient de lire par rapport à Féquation dit 
quatrième degré et à des relations escprimées par de» 
équations dii premier y peut s'appliquer à un degré et 
à des relations quelconques; et on en conclura qu'il faut 
traiter chacune des racines qui entrent dans la relation 
donnée comme une inconnue distincte , former les équa^* 
tions résultantes de leur substitution dans l'équation 
proposée , et joindre ces nouvelles équations avec celle 
qui exprime la relation donnée y puis éliminer ensoitt 
toutes les inconnues , hors une , que l'on consenrera en 
même temps dans deux équations, lesquelles admet <• 
tront par conséquent un diviseur commun , qui , suivant 
le degré dont il sera > fera connaître une ou plusieurs 
des racines comprises dans la relation donnée. 

5i. Je prends pour premier exemple l'équation dqi 
troisième degré *• - 

£C* -+- par* — q^x — q*p = 6 , 

et je suppose que Ton sache d'avance que parmi ses 
racines , il y en a deux qui sont égales , mais de signe 
contraire : en nommant a et 3^ ces deux racines, ôs 
tirera d'abord de l'équation proposée 

63 ^ pA* — 9»A -^ (/'^ = o; 

La relation donnée entre a et i fournit de plus cette 
troisième équation, 6= — à, en vertu de laquelle la 
seconde devient ' . ' 

ou en changeatit tous les signesr à là fois ,^ et mettant x 

pour a, \ , ' , ' 

- x* — pa:* — ijf"à? ^ ç!p = ô. 

Cherchant ensmte le diviseur comçiun à cette denuèra 
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iqaatîon et à la proposée 'y on trouve 

: . - x^—q\ . 

ce qui donne 

a:* — ^* =r o , 

ou 

x = -f"9 et 0? = — ^. 

Le diyiseur est du second degré ^ car la relation &=— a» 
équivalente à a 4- ^= ^ ^ demeure là même lorsqu'on 
y change a en & et & en a (5o)» 

La question précédente aurait pu se résoudre de cette 
autre manière : te facteur qui renferme les deux racinet 
a et 6 étant a?*-^(a + ^)^ + û^^ devient a:'— a* , 
lorsqu'on y suppose, d'après la relation donnée, fc= — a\ 
il faudrait donc , si a était déterminé convenablement ^ 
que l'équation proposée fât divisible par ic' — o*. Or, 
après avoir poussé la divisipn par ce facteur aussi loin 
qu'il est possible^ qji a pour reste 

quantité quî^ devant être nulle indépendamment de x 
( Élém, âio ) ^ donne 

9' — a* = G , (]^p — a*;i = G ; 

la seconde de ces équations est identique avec la pre- 
mière , dont on tire 

et par conséquent 

X* — a* = X* — q^y 

comme ci-dessus. 

Il sera facile^ avec un peu d'attention , de reconnaître 
que cette dernière méthode^ généralisée convenable- 
ment^ doit résoudre toutes les questions relatives à Ysim. 
baissement des équations» 
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5a. Si le» deux équation* q'—<^=o et q*p—a*pi=^. 
ne «'étaient pu trouvées comprises l'une dans l'autre, 
l'équation proposée n'aurait pas été divisible par un 
facteur de la forme x* — a", et il n'y.aurait pas eu 
par conséquent entre deux de ses racines la relation 
qu'on supposait exister; mais si les quantités p et ^ , ou 
CDgénérallescoefiicîens de l'équation proposée, eussent 
«té indéterminées, on aurait pu les déterminer de ma- 
Bière à satisfaire à cette condition. Les mêmes circons- 
tances se rencontrent daOs le premier procédé , car oa 
pourrait éliminer a et & des troi^ équations 
o' + pa* — g'a — q*p = o , 

a + b = o, 
«t il existerait encore une équation entre p et ^, qui as 
trouverait identique dans le cas actuel , parce que l'équa- 
tion proposée satisfait à la condition donnée , mais qui , 
■i cela n'avait pas lieu , exprimerait la relation qu'une 
pareille condition suppose entre les coefGciens de l'équa- 
tion proposée. 

53. On a vu dans le n* ao5 des Élémens , que lors- 
qu'une équation avait des racines égales , elle était sus- 
ceptible d'abaissement ; c'est aussi ce qu'on peut prouver 
parles considérations précédentes. 

L'équation arf-(-par'-f-(;x°-|-rx-f-j:=o , par exemple , 
fournissant, entre deux quelconques a et & de ses rft< 
sLaes , les équatiou identiques , 

<i< H- po^ + ça» 4. ra 4. j = o , 
b*-i-pl>^ + (lb» + rb + s = o, 
■onduit à. 
,*_i4+p(oi_iî)+ç(a»_jsj^r{a— i)=o; 
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avisant ce résultat par a •— 6 ^ on aura Véqaatloxi 

qui devient 

lorsqu'on suppose a =6 : il faut donc que» dans cette 
hypothèse j^ les équations 

a* + pa^ + fla* + ra + * = G , 
4a' 4* 3pû* + ^9^ + r = o 

aient enbe elles un diviseur commun. En suivant cette 
voie , on parviendrait , avec le secours de la proposi- . 
tion du n? i58 des Èlémensy au résultat du n* âo5 du 
même volume. 

On peut encore trouver les racines égales^ en consi- 
dérant qu'une équation qui a deux racines égales est 
nécessairement dïyisïbïe par un facteur de la forme 

m 

par un facteur de la forme * 

si elle a trois racines égales^ et ainsi de suite. 

On parvient à un résultat plus élégant et plus géné- 
ral , en cherchant ce que devient alors la fonction dé- 
«ignée par (À) dans le n" 4- 

Si Téquation proposée est de la formp 

(x—ayix—byÇx—cy ><(x^gXx—h)r=zo , 

c'est-à-dire si elle a n racines égales à a, p égales à ô; 
q égales à c, etc., la fonction (A), qui exprime l'a somme 
des divers quotiens qu'on obtient en divisant Féquatioa 
proposée par chacun de ses facteurs du premjier degré ^ 



/ 



îia COMPLÉMENT . 

deyîent visiblement égale à 






+ (x— a)» (x— i)'' (x— c)*. . -. (^«>— *) 

^ (x— a)» (x—by (x—cy (*— g)i 

en observant que les facteurs égaux donnent le même 
quotient, répété un nombre de fois égala leur degré de 
multiplicité ; et on reconnaît à l'inspection de cette quan- 
tité i que tous ses termes ont , pour facteur commun , 
le produit 

<x — ay-* (a:— 6)r-' (x — c)* 

Mais si Ton substitue dans l'expression de la fonction 
{A) les valeurs trouvées pour les coefEciens qui y multi- 
plient les diverses puissances de x/elle deviendra alors 

îiM;«-* + (m — OP^^-^ + Cm— a)Qx«-3 +T; 

il suit donc^ de là que , quand la proposée aura la forme 
qu'on lui a supposée plus haut^ les deux quantités 

x« -f- Px"«-' 4- Çx"-* + Tx+U, 

nix«-»-|-(7n— i)Px"— +(m^a)Qx™-' +T. 

aiuront pour diviseur commun lê produit 

(x — a)"-^ (x — &y-» (x — cy-* ^ 

qui renferme tous les facteurs égaux, élevés à un degré 
moiùdre d'une unité que dans l'équation proposée. 

54* L'équajion 

^ r 

a^ + px^ + 7x* -f- rx' + qx^ +px 4-1 = 

offre un exemple du cas où la forme même de l'équa- 
^tion proposée fait découvrir v^e relation entre ses 



I 
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fadnes. Elle demeure la même lorsqu'on y met - au 

lieu de a;,, et se trouve seulement écrite dans un ordre 
inverse ; il faut donc' conclure de là que si a est une de 

1 -r, 

ues racines-, - en est une autre. £n nommant c une 
a * 

ratine .différente des deux précédentes , elle aura en-< 

t:ore une correspondante - ; et enfin e étant une racine 

distinclfe des quatre que je yiens d'irfdiquer^ donnera 

> 
• 1 . 1 

une sixième r<^cine -. On voit par là que si on désigne 

par a> b, c^ dy ^, f, Ves six racines de l|i proposée, 
en aura entre elles les relations suivantes , ^ 



1 ,1 ^ 1 . î 



*=-, d=-. /=-; 

Il n'est pas nécessaire d'employer ici le procédé du 
n° 5o ; car il est évident qu'en combinant chacune des 
racines a, c, e avec sa correspondante , pour en former ^ 
un facteur du second degré de la proposée , on aura ces 
trois facteurs : 



x*~(c + ^JJC + i» 



dans lesquels il ny a d'inconnu que le coefficient du 
second terme. Si donc on le désigne par z , l'inconnue 
z ne dépendra que d'une équation* du troisième degré , 

dont les racines seront a + -, c -f- ^ > c + -. Quoique 

des 

Compl des Élém. dJlg. 8 
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ces fonctions ne paraissent pas d'abord renfermer toutes 
les permutations que leur forme permet de faire entre 
les racines, il est facile de s'assurer que celles qu'on 
néglige n'en sont que des répétitions. En eflPet, en ne 
supposant aucune relation entre a, b, c, d, e,f, on 
aurait 

.«+-. c + -, e + -. 

*+j. d+2^ f+y. ' 

mais pusqne, dans Thypothèse établie » 

a c "^ e • 

les fonctions delà seconde ligne deviennent égales icelles 
de la première , et par conséquent l'équation du sixième 
degré, qui donnerait ces six fonctions pour le cas gér* 
néral (8) , doit s'abaisser ici au troisième degré'(53). 

55. On peut former cette dernière trës-simplement » 
€n divisant par a^ tous les termes de l'équation proposée 

et eh réunissant ceux qui sont également éloignés des 
extrêmes, ainsi qu'on le voit ci-dessous : 

Maintenant si Yon fait x 4- ~ = z, on aur4 



(-+iy=='*' 
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A>at on tirera 



puis 



x*4. — = a?--fl; 



donnera 

«t mettant 2 au lieu de « + -, il viendra . 

X 

jc» + ^ s: »» — 5*. 

Substituant cea valeurs dans Téquation 

«n trouvera 

Lorsqu'on aura déterminé z par cette équation^ il oe 
restera plus , pour obtenir les racines de la proposée » 
qu'à résoudre les trois équations du seCçnd degré 

dans lesquelles a', a*^, 2?^, représentent les trois valeurs 
de 2 > et qui se déduisent de x -{ — = 2. 

Les remarques précédentes^ ^ur l'équation 

afi+ps? + qxi^'{'TX? + qx^'^px + i =;=o, 

conviennent à toutes les équations dans lesquelles les 
termes placés à égale distance du premier et du dernier 
<Hit les mêmes coefliciens ^ et qu'on appelle équations 

8.. 



i^^f ' COMPLÉMENT * 

réciproques, parce qu'elles ne changent paa lorsqa*on y 
fubstitue - au lieu de a?. 

B6. Soit l'équation générale d'un degré pair 

on la divisera par x^, et réunissant les termes également 
éloignée des extrêmes , on aura 

On fera encore a: + - = i, et il ne s'agira plus que 

X 

d'en tirer successivement les valeurs des fonctions 
or c'est à quoi l'on parvient sans peine en observant que 

car on tire de là 

relation au moyen de laquelle l'une quelconque des 
fonctions ci"<ies$us se déduira des deux qui laprécèdent* 
£n partant de 

«t faisant n = o, i , a , 3 , etc. , on trouve 



M-ij — l — ho:»-*-» — —; 
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a:* + -^ = ^^-f — 4z* 4- Shi 

as* + -^ r= ^^^ •rr. Ba^ + 5z^ 

etcv 

II. est évident^ par la- marche de ces expressions, que 
TéquatioD proposée dudegré Qm sera ramenée au degré m. 
Si elle était d'uji d^é impair , qu on eût , par 
exemple j, . 

on récrirait comme il suit : 

a:^4- 1 +P^{^+ i J.+ flx* f aî + 1 )=0', I 

ce qui ferai^yoiF qu'elle .serait divisible par x-f- 1 ; ett 
la division faitQj^ on aurait pour quotient 

x^+(p-^0^"^^!!^*^9— '^)''^+(p-^*)^+ 1=0, 
équation réciproque du quatrième degré. 

Il sera facile d*opérër sur toute équation réqiproquf 
de degré impair > comme sur celle du cinquième degré. 

Un examen approfondi dé la. série ^ des valeurs à^ 

x^+ -ri raij^ortéès psécédemipent, en a fait coneluro 
par induction que . 

x" 1 ^ 1.3 i.a.^ 

«t rien n*est pbis aisé que de le vérifier au mayen ds. 
Véquation {A) ; car ^n y substituant ce développement 
^tlQ^ui qi4. ej\ dérive, lorsqu'on change nehn^^yy 
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puis réduisant ensemble tons les termes affectés de la 
même puissance de s ^ il viendra 

résultat qui n*(Bst autre que ce quei devient rexpressîon 

de x" -f- --- , quand on y change n en n + i , et d*où 

îl suit que la loi indiquée ayant Keu pour les valeurs 
.«=4 ®* »ï=5, par exemple, aura lieu lorsque i«=6, et 
ainsi de proche eb proche , pour un nombre quelconque 
entier et positif. Bien entendu aussi qu'on ne poussera 
pas la série Ju^u'à ce que l'exposant de * y devienne 
négatif (*). 

hj. Ce qui précède s'applique à Téqualion 

y"""+^"^+y"'^ +>*+j'+ i=o> 

déduite de l'équation ^'•— i = o divisée par^ — r , et 
qui renferme les m — i racines de l'unité, diflBêrentes. 
de 1 (^Élém. iS^). Il se présente d'abord deux cas à 
examiner, savoir, celui où Texposant m est pair, et celu» 
où il est impair. ' 

Dans le premier, le nombre to— -i étant impair, 
l'équation y^^^ +J'"*'"* + etc; = o est divisible par 
^+ 1 , etâonnepom: quotient une équatidn.réciproque 
du degré m — q, laquelle se ramène à une équation en 

z du d'egré . On pc«t aussi parvenir immédiate- 

ment à l'éq-uation du degré m— -a en^, en observant 
que, puisque la. puissance m est paire, on .satisfait 

à l'équation y"^ — i?=o en faisant' ^=±11', et que 

** — ^-^— ^^-^-^^— — — ^.^— ^— I I — — ^— — — ^>— — ^— ^ 

(*) La reclicrche de cette loi appartenant au Calcul aux dif- 
férences , se trouvera avec plus de devéloppemeos -dans le 3« vo* 
iume du Traité du CéUcut d^érenthl et du Calcul intégrai 
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par conséquent cette équation est divisible par. •••••, 

Lorsque m est impair ^ Téquation ^• 

J{**^* +>'"*""* + ®tc«==o €8t réciproque et de de- 
gré pair, et o^ en tire une équatioja en £. du degré 
m— i 

a 

De cesdëtix eas, 1% demrer est \e seul auquel ilsoît 
nécessaire de s'arrêter , puisqu'il suffit de connaître les 
racines de V équation y" — 1^=0, lorsque m est pre- 
mier et par conséquent impair, pour obtenir celles des 
autres équations de ce genre (17) ;.mais comme ce nest 
qu'en s'appuyant sur certaines propriétés des nombres 
premiers queî'on peut résoudre l'équation du degré m — 1 , 
qui contient toutes ks ra<;^nes imaginaires de la pré- 
cédente , )'en renverrai la recherche à la fin de cet 
ouvrage, oii ;e ferai connaître la découverte remar- 
quable de M. Gauss, sous la forme simplifiée que lui « 
9l donnée Lagrange {^^ 

58. Les^équations aJ= Vy^cdzss. 1 , ç/^ 1, dîin*54i. 
peuvent être Regardées comme n'exprimant qu'une seule- 
relation commune aux trois couples a et ft, c et d, e et fi 
des racines de la. proposée. £n généralisant ce point de 
vue, on peut se proposer d'abaisser une équation d'un 
degré pair dont les racines , distribuées par couples , au-^ 
raient dans chacun de ces couples une relation donnée ; 
et l'on y procéderait comme noua allons ^indiquer. 

Soit l'équation 

{*) 1a considération des propriété du cercle donne , ponr tous, 
les degr<^S; des expressions des xacines de Funité, qu'on trouver» 
dans V Introduction de^mon Traité du Calcul différentiel et dt^ 
Calcul intégral*. 
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telU qu'cm ait* entre deux de ces racines a et b ^ une 
équation quelconque > comiàune aux couples c etd^ 
e et y, etc.; on fera a4-A=», puis substituant à la 
place de b sa valeur z— -a dans Téquation donnée entre 
a et kf et éliminant a entre cette dernière et Féquation. 

oxy formera celle qui doit déterminer ^, Mais il est vi- 
sible qu'en opérant de même but chaque couple de ra- 
cines désigné çi-dessus, on trouvera toujours la même 
équation- en z ; qu'ainsi cette équation doit comprendre 
aii nombre de ses racines les. n sommes fournies par les 
couples qui satisfont à la relatioh donnée ;, or, ces sommes 
font également partie des racines de l'équation formée 
en prenant pour l'inconnue z la somme de deux quel<- 
conques des quantités a> b, c, d, etc. :. cette dernière ^ 
qui s'obtiendrait paJC le procédé du n° 8 , aura donc 
avec la précédente un diviseui; coQimun (Ju degré n, 
qui fera connaître les valeurs de z relatives aux couples, 
désignés ci-dessus (*). 



■^PT**""*"^ 



(*) La première c^uation en. z peat aussi se former par ses 
riicines, qui s'obtieni^ent en faisant passer successivement to^utes celles, 
de la proposée dans IVquation entre zêta, déduite de la.relatioa 
dminée. Si , par exemple, ebtré les quatre racines a, b,c, tf, on 
«raitlcs relations.^ ssa* , d^=zc* , on trouverait les qoatre valeurs. 



jB = a -f* «*> 



h^ b*f J8 = c 4. e», « = <i -f rf*, 



dont la première et la troisième seules expriment la somme d^un 
couple des racines de la proposée. 

Si la relation donnée était symétrique entre les racines quMIe 
contient, plosiieurs des valeurs de z deviendraient égalea entr Viles. 

La seconde équation* en z pourrait à son tour s^obteqir par, 
l*élimina(ion dé a et de 6 entre les équations 

z r=^ a --h^h f 

a** 4. Pa**-^ •+• i7= o, 

^a« -|. i>ia»-i....^- (7=3 o.. 
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Lorsqu'on connaîtra z^ on aura le deuxième teroie^ 
du facteur do second degré , formé ayec les racines a 
et h de la proposée , et qui est 

puis pour obtenir ah^ que je représenterai par ç, on 

divisera Téquation proposée par jp* — 2ix+(/, et quand 

on sera parvenu au reste , on égalera séparément à zéro 

les deux termes de ce reste (Éîémens, 210 ) : les deux 

équations- q«*on se procurera iainsi , ne renfermant que 

la seule inconnue g , doivent nécessairement avoir un 

diviseur commun^ dont on tirera la valeur de cette 

inconnue. 

• • • 
5g. De même , si l'équation proposée était du degré 

5/1, et que ses racines fussent assu}éties , trois par trois, 

à une relation donnée, c'est-à-dire que cette relation 

ayant lieu entre lea troi^ racines a , 6 et c , subsistât 

aussi entre d, e et f, et ainsi de suite', on ferait 

a-t-^ + c— z; et mettaint pour c sa valeur zr^a-^b 

dans l'équation qui exprime la relation donnée, on éli^ 

minerait ensuite a et&au moyen des équations 

i3» + pbsn^^ ^ qb¥-\ . . . . + 1/ = o, : .^ 

résultantes de la substitution de a et de S au lieu de x 
dans la proposée. L'équation finale en » contiendrait 
toutes les valeurs des sommes û +6 + c, d-f e+f, etc., 
donf le nombre est n , et qui feraient également par-i 
tie des racines de l'équation formée en prenant poux; 
inconnue la soçime de ti:ois quelconques des quantités 
a, h y c, J, etc. Cette dernière et la précédente auraient 
donc un diviseur commun du degré n , comprenant seu- 
lement les sommes des racines de chacun des groupes^ 
Résignés çi-dessusi. * 
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Considérant ensuite le facteur 

formé par les trois racines Cyb, c^ et mettant z au 
lieu de a+b^c,q au lieu de f^b + ac -^ bc ^ et r 
pour abc, il viendrait 

«^ — îBX* + yj; -* r ,, 

facteur qui devrait diviser exactement 1^ proposée si g 
et r étaient connus. En égalant donc à zéro le reste , qui 
serait composé de ^ois termes^ on aurait entre les 
deux inconnues ^ et r trois équations ; et par réliminari 
tion on parviendrait à deux équations finales entre la 
même inconnue r : le diviseur commun de ces équations 
donnerait r. 

Il y aurait beaucoup de remarques importantes à faire 
sur cette partie de la théorie des équations y mais je rie 
puis m'y arrêter. J'observerai seulement que i'abais<- 
sément a lieu/ en général > lorsqu'on obtient entre les 
inconnues d'un problème possible^ plus d'équations 
qu'il ne renferme d'inconnues ^ ce à quoi l'bn parvient 
souvent en considérant le problème proposé sous plu- 
sieurs faces; on tro'uve alors entre une même inconnue 
deux équations finales^.qui^ devant s'accorder entre elles^ 

ont un divi^ur commun duquel on tire la solution la 
plus simple dopt.le problème proposé soit sufioeptible. 

60. Toute équation qui peut se décomposer en deux 
facteurs > s'abaisse nécessairement parce moyen; il est 
donc utile de savoir reconnaître quand cette décom- 
position peut ^'effectuer.- Le procédé indiqué dans }e 
numéro aie des .Élémens , et déjà rappelé plus haut^^ 
suffit pour obtenir l'équation finale de laquelle doit 
dépendre la décomposition d'une 4^tre en deux facteurs 
de degrés donnés ; mais je vais revenir sur cette re-> 
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clierclie ^ par une méthode plu9 simple,^ fondée siir les 
considérations du numéro i83 d es Élémens. 
Soient « > /3 ^ y ^ les trois radines de l'équation 

• 
elle sera nécessairement leprodmit des facteurs ar—«^ 
X — fij et a; — y. Si on la décompose en deux facteurs 
a^'^'Ax'^B et x+^'> il est i§vident que le premier 
doit comprendre ^deux quelconcjpies des facteurs rap- 
portés ci-dessus> et que 0? + -^' eiSt identique avec ccîlui 
qui reste. Mais on peut combiner les facteurs x — ^ , 
3c — /*, 0?— y, deux à deux de trois manières différentes ; 
ainsi Véquation proposée pourra subir trois, décompo- 
sitions distinctes : et comme rien n'indique celle qu' bu 
cherche en particulier , elles doivent se trouver com- 
prises toutes dans lé résultat qu'on obtiendra. 

Si on multiplie l'un par l'autre les facteurs x^-^Ax^ ^ 
et x+-^, et que l'on compare le produit à la proposée) j 
on trouvera , pour déterminer les coefficiens ^^ ^ et ^ \ 
les équations 

« 

^+^'=P, B+Jjf=Q et A'Bz=zR. 

Quelles que soient parmi les inconnues A, A et B, le»x 
deux qu'on élimine , on arrivera à une équation final» 
du troisième degré* 

Cette dernière peut aussi s*obteiiir à priori; car sî 
€*est -^^ qu'on cherche, la question revient à trouver 
l'une des racines de la proposée, puisque x + A' =:o 
donne or = — -^'; on doit donc rencontrer pour équa** 
tion finale celle qu*on obtiendrait en changeant a: en — ^ 
dans la proposée : si c'est A qu on cherche , ce coeffi- 
cient, dépendant de la somn;ie de deu?c quelconque$ 
des racines de la proposée, a nécessairement trois va- 
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leiucs^ qui sont — («4./8), — («+y), ^(^4.^)^ 
et par conséquent il est égal à — s dans l'éqnation dix 
Buméro 8. Pour parvenir à l'équation en B ^ il faut ob-^ 
server que B est le produit de deux quelconques des 
racines delà proposée, ^ et qu'ainsi B a trois valeurs , 
savoir : «^3 , «y , ^ \ multipliant donc entre euxjes troisi 
facteurs Jî — «A ^ — *y> ^ — /^y^ et chassant les Ipttres 
«, /S, y , on aura Téqu^tion demandée. De quelque ma- 
nière qu'on opère , on n'obtient dans ce cas qu'une 
équation du troisième de^é, aussi difficile i résoudre 
que la proposée. 

61. *Soit maintenaift l'équation du quatrième d^gré 
a?*^ 4- Px« 4. Qx* 4. Rjc 4- 5 = G , 

a}'ant pour rarânes «, i8, y et ^; la décomposer en deux: 
facteurs x^+Ax-^B et x'^^Ax'{'B\ c'est com- 
biner deux quelconques des quatre facteurs j:— -«/ 
x— /8;^ Jp— y> X — J^, ce qui peut se faire de six ma- 
nières différentes. Aussi , en cherchant à déterminer par 
la comparaiBon du produit des facteurs x'4'^x4-^. 
etx*4*-^^+^'> *vec la proposée, les coefliciens A\ 
B , jf et B', trouve-t-on, après l'élimination dp trois, 
quelconques d'entre eux , que l'équation finale d'où d&«. 
pend le quatrième est du- sixième degré. 
En effet, le produit 

xi + {J + A')x^ + iB + AA'+B')x'^ 
+(A'B + AB')x + BB', 

comparé terme à terme avec 

x^-^Px^ + Qx* + Rx + S, 

donne les équations 

V BB' = S.. 
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Ox^ tire de la seconde et de la troisième 

— A A' * 

^_R- A:iQ^ AA') 
^= A-Af 

Mais la première donnant A' =zP-^ji,'on aura 

fl _ AZQ-AiP-À)2 ^R 
" — aA — P . ' 

^_ R — iP—A)[_Q — AiP—A)\ 

~ aA — P . ' 

et substituant ces valeurs dans la quatrième , on obtien* 
dra j après les réductions , 

+PQR—P^S-^R^z=zo. ) * 



.\^<xP^q^PR^(^^j^A^'^PiJPK+ Q'^4S)A l ( fî). 

Cette équation pourrait aussi se déduire immédiatement 
de la formation des coefBciens Ay A\ B^ ÏÏ^ au 
moyen des racines de la proposée. - 

. A y par exemple , étant la somme de deux quelconques 
des racines «^ ^, y, ^, aies six valeurs suivantes: 

— (- + ^), — (- + y), -(* + ^), 

— C^ + y), -(^ + 0> — (y + ^^ 
B ensL pareillement sixT, qui sont . / 

ttfi, my, «^, 

i^> fi^, y/; , 

et les équations qui doivent donner A et B se formeront 
comme il a été indiqué dans le n* 8. Il est facile de 
voir que les équations en A' et B' seraient semblables 
^ux équations pn A et B, 



•^ 



^ = 4 
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Au reste j quand AetB scmt connm^ on a 

A'= P ^- A 

B 

tl est remarquable qne I4 supposition de JP=o fait • 
disparaître 'tou9 les teitnfes affectés des puissances im^* 
paires de ^^.dans Téquation (A)^ qui par là devient 
résoluble à la manière de cellcis du troisième deg^é. Les 
commençans verrçnt sans doute ayec plaisir la causo 
de cette simplification. 

L'équation proposée se réduisant alors i 

0?* 4- Qa;* + Tir + 5 = 0, 

ou étant sans second terme, il faut que la somme de 
•es racines y tant positives que négatives y soit nulle ; 
c'est-à'dird que la somme des unes soit égale à celle 
des autres , abstraction faite du signe ; on aura donc 

d'où on yoiit que 

• + ^ = — (y + i^), 

* + ^= — (/« + y)^ 

et que paer conséquent , dans cette hypothèse , trois des 
valeurs de A sont respectivement égales aux trois autres 
prises ayec un signe contraire. Il faut donc que l'équa- 
tion en A soit de la forme 

• 

A^ + bA^ + rf^* +/=z= G ( ÈUm. ao8 ). 

6a. Sans supposer -Pbir o dans l'équation (7Î), il suffit 
d'en Ëiire disparaître le second terme; tous ceux de 
degré impair disparaîtront en même temps, ce qui la 
rendra encore résoluble à la manière du troisième degré, 

£u eifet, le coefficient du second terme de cette équa-. 
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tion étant la somme des valeurs de A prises, avec ua 
signé contraire^ sera , d'après ce qui précède i égal à 

et pour faire disparaître le second terme ^ on fera 



d*où 



J= A' + ^{Élém. nos) , 



mettant pour P sa valeur^ et substituant successivement 
chacune de celles que doit avoir ^, on- trouvera ces 
résultats , 

_ C + M + --±^4^3^:^= 2d±=izi£ (0 



(• + v) + 



f+g4-y + ^ _ i8-f ^-^«»~ 



(a) 



^ ( ^ + J^ ) + l±£±21±f =:= LtlZLfZL^ (a) 

parmi lesquels ceux qui sont suivis des mêmes chifiTres 
ne différent que par 1^ signe. Les six valeurs de A" 
seront donc deux à deuk égales et de signes contraires > 
et par conséquent Téquation en jé^ ne renfermera au- . 
cune puissance impaire de cette inconnue. 

L'équation qui donnerait B serait /dans toutes les 
liypotfaèses , du sixième degré et complète. 

On. voit, par ce qui précède, que Véquation du qua- 
trième degré peut toujours s'abaisser à une du second. 







«u moyen de latésolation d*tm^ du troisième. IM c<HSf^ 
ficiens dee facteur» x*+^a; +5 et x* 4-^0: -f.^ 
étant déterminés , la résolution de ces facteurs , con- 
sidérés comme équations du seoond degré, donnera lea 
racines de la proposée : Toilà donc une méthode propre 
à résoudre les équations du quatrième degré» et c*est 
en eifet celle que Descartes a donnée; mais elle est 
(Muticulière à ce degré. Son succès tient aux circons- 
tances que nous venons de faire connaître d après 
Ijagrange. 

En général^ la décomposition d*une équatibn du degré 
m, en facteurs du degré p, pouvant se faire d'autant 
de manières qu'on peu^ombiner les tu racines en nombre 
p , doit dépendre d'une équationiiu degré 

m(m — i)(m — a). ..(m — P+i) 

• ^ I l ^ ' ^ ■ . } 1 in 1 -^ 

«i toutefois m est un nombre premier ; car^ dans le cat 
contraire , cette décomposition peut s'obtenir plus sim- 
plement d'après la rémarque qui temline le n^ 27. Pour 

le sixième degré, par exemple , la formule ci-dessUs en 

g g / • 

y faisant p=:3, donnerait -—-5 = 20 ', tandis que la 

même décomposition peut être ramenée à une équation 
du 10* degré. 

63. Ce qui précède ramène encore à la possibilité de 
décomposer toute équation dû quatrième degré dont 
les coeificiens sont réels , en deux fàcteuTs réels du se- 
cond, mais par un chemin qui présente quelques cir- 
constances remarquables. Je suppose , pour simplifier 
les calculs , qu^on ait fait disparaître le second termjB 
de cette équation; l'équation (JR) devenant 



i 




•* 



t)E$ ÉtiMEVS D*ALGEBRE. Yâ^ 

«ott dciinier tenne aéra essentiellement négatif ; elle 
aura donc deux racines réelles , Tune positive et l'autre 
négatÎTe {Élénu ai4)* L'expression de B, trouvée 
dans le n^ précédent^ réduite à 

donnera nécessairement une viileur réellç pour if , et les 
équations 

jf=zP^A on. A' = — A, et ir = ~ 

en donneront aussi de réelles pour A ^\.B \ ainsi les 
facteurs supposés seront réels. * 

Il y a cependant im cas particulier où on ne pour- 
rait les déterminer par les formules ci-dessus» Ce cas 
répond à /t=o; on a ^rs 

A=o et B = \, 

expression indéterminée ( ÉUm. 6q ). L'expression gé- 
nérale de B se trouve en défaut dans ce cas, parce qu'à 
une même valeur de. ^ il en correspond deux de B 
{Élém, 191 ). En effets si l'on reprend les quatre équa- 
tions primitives > entre Jes inconnues A^ A\ B et B^, 
on les réduit à 

A=o, i5-t.^=Q, BB^=:S, 

» ...» ' ^ _ ^^ 

à cause de ^=0, de P = o etde jR=:o; en sorte 
que B etB' sont les racines de l'équation du second degré 

et que les facteurs soht par conséqaent 
ou 

Compl. des Êlém. tPAlg. 9 
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on les déduirait de même de la proposée , qui détient 

Ces facteurs seront imaginaires si S, ^tant positive, 
surpasse ^ Q»; mais fls condni«nt à-d'autres facteur» 
réels. En faisant , pour abréger , 

et résolvant ensuite les équations 

on aura les quatre facteurs du premier degré 

dont le produit forme la proposée. Si maintenant on 
multiplie entre eux «ux de k première ligne , pub ceux 
de la seconde, en obseryamt que 

• V— o + iV"^— V^- y/a^l>V^f 
on aura deux nouveaux facteurs du second degré, 

qui, d'après le n*! 3o, reviennent à • 

et sont par conséquent réels. a a i 

• On voit par là que les facteurs du second degré trou- 



I 

V 
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Tes en premier lieu , Quêtaient imaginaires que par TeiFet 
d'une combinaison particulière des facteurs du premier. 

De t évanouissement des radicaux ^ et delà manière de 
former une équation , lorsqu'on a l'expression de sa 

racine. 

• 

64» Outre les moyens analogues à celui dont on s'est 
servi dans le n** 1.86 des Élémens, pour faire évanouir 
les radicaux , il en existe un autre qu'il est bon de con- 
naître^ et qui consiste à former en même temps toutes 
les racines dé l'équatioii d'où doit dépendre la quantité 
proposée. 

Pour prendre d'abord l'exemple le plus simple , soit 

X =v/-^ ', il est évident que puisqu'un radical quarré 
peut être affecté indifféremment du signe -4* ou du signa 

— , on doit regarder x-^s,--^ A comme la jec^de 
racine de Téquation d'où dépend la première. Multi-^ 

pliant les deux facteurs x — V^3?, x-f-^^^, l'un par 
l'autre , et égalant le produit à zéro ; 6a troayera 

pourréquatiQiiratiomieJleàlaqudilQiapiiairtiexitr:^ ^A* 

Si on avait 07= V -^, on mettrait successivement dans 
cette équation les trois racines cubiques de \k quantité 
A C ÉÀém. 169 ) , et faisant , pour abréger ^ 



^ 





a =^. 




il viendrait 


• 




x—VA,. xzsji\/A, 


Xr^fii/A, 


^^ — 


ce qui donnerait les facteurs 


• 


• 




x^ — fiVl., .. 


_,K 


• 
• 


9-.; 
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dont le produit serait 

Mais puisque i > « et ^8 sont les trois racines de l'équa- 
tion jr^ — 1=0 > qui n*a ni second , ni troisième terme, 
il 8*ensHit que 

i+*+i8=o, •+/S+é^/3s=0, lX«X/8=B:«i^ = I, 

et que par conséquent le produit ci-dessus se réduit à. 

a? — u^ = o, 
. comme on devait s'y attendre. 

GS« Je passe maintenAt à l'expression 
Pour obtenir tontes les racines de l'équation de laquelle 

3 3 

doit dépendre la quantité y A ^y B^ il faut combiner 
de toutes les manières possibles les diverses expressions 
dont sont susceptibles l^s racines cubiques de A et de B, 
On fomyra ainsi neuf Valeurs de x^ dont on tirera les 
facteurs suivans > 

y/A— yB,x^^\/A— 1^,0:— \/A--^yB, 

3 3 3 ' s 3 3 

X— « y A— a \/B, X— • y A— fi yB, x^fi s/Â-^ y £; 

3 _ 3 3 3 3 • 3 

x—fiy^A-^fiVByX^fiyA-^ y^B.x— yA—fiyB', 

et si on les multiplie ' entre eiix, on parviendra à un 
produit qui ne renfermera que des fonctions symé' 
triques des quantités tt et fi. Ces fonctions s'obtiendront 
en cherchant, par les formules du n" iB, les sommes 
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t^m^+fi*, l-f-«'+^ des puissances detf racines dd 
réqnation y^ — i=o*, mais ce calcul peut s'effectuer 
d'une manière plus simple, en faisant à cjiaque multi* 
plication partielle les réductions qui se présentent en 
vertu des équations i + at -^,/9=r o , « -(- /8 +*i9 = o » 
mfi=:i, rapportées plus haut/ et en observant que 
#»* = /8 et i8*=;;« : l'opération étant finie, il ne restera, 
aucun terme irrationnel. 

SS. Il est facile de voir que le procédé indiqué ci-' 
dessus n*est autre cBose que l'élimination effectuée par 
un mojen analogue à celui du n** lo. En effets ayant 
posé les équations à deux termes tj— u^=o, u'— 5=o, 
d'cfù il résulte x-^t — u=o , si on substitue dans cetto 
dernière^ au lieu de u et dé I, toutes les valeurs quo 
peuvent avoir ces inconnues , et qu'on multiplie entre 
eux les résultats , ils seront des fonctions symétriques 
des racines des équations /^ — Azszo^ u^— iî=:o,.et 
pourront par conséquent s'exprimer d'une manière ra:* 
tionnelle. • ' 

En commençant par éliiiiiner ty ce qui se fera en 

multipliant entre elles les trois quantités . 

• " • 1 - ■ ~ - . 

3 3 .^ 3' .- 

X — U — y Ai x-^u — ^yA, x^^u — fi^^, ' 

qui résultent de la sid>stîtutîon deà trois racines, de 
l'équation t^— ^=o, dans jc— t— u=o, il viendra^ 

- 1 1- - 

3 ' ■ 3 1 

résultat qui se réduira i^ ^ 
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Mettant enstiite^ au lieu de u, ses trois Tàleiin 

s 3 * 9 

il Tiendra 



développant ces quantités, et faisant leur produit avec 
l'attention de réduire toujours les fonction! de a et de fi, 
d'après les relations établies dans lé 'sP ptécédisnty on 
setonobera encore sur lé même résultat* 

Je ne rapporte point ici le calcul, qui serait assez 
long , et je n ai un peu insisté sur la méAode) que parce 
qu'elle a l'avantage de faire voir à priori à quel de^é 
doit monter réquation i^ationnelle dont on a la racine. 
' J'observerai qae l'exemple ci-déssud péiitt encore être 
traité d*tide maiiiére beaucoup plus simple^ aiiisi qu'on 
Ta fait n^ 5o \ car si on élève au cubé Jâs deux membres^ 

de l'équation a:= V^^ + k5, on aura , 

J 

9 ' . A ■ > *^ * 

transposant dans le premier membre les termes AetB/ 
îl vietjdra 

* * ^ ^ 3_ '3 _ 

x3 — ^ — i?j=:Sy^;»^^3i/j^^^ 

iuaîs. ' _ .. . ..■._.. 

donc 

cubant les deux mcftnbrèj de cette équà^ei^^ oiraura 

(x^ — A — By=9^àfAiix^^ 
résultat rationnel facilëà-dévèlopper. > 



' 
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67. On peut ,, par cç qui précèdç , trouver le facteur 
par lequel une fonction irrationnelle proposée étant 
multipliée, il en résulte un produit délivré de r^dicaux^ 
En effet y si on forme toutea les racines de Véquatioii 
d*où dépend Texpression irrationnelle proposée , lei;^ 
produit^ abstraction faite de son signe , étant égal ai| 
dernier terme de cette équation , sera rationnel , et par 
conséquent le produit de toutes celles qui sont diffé- 
rentes de la proposée^ donnera le facteur demandé. 

•.s 3 , . 

Ayant, par exemple, x=V/3+k^> « on fait le' 
produit des huit antres valeurs de or « ce produit sera tel , 

qa*ét%iit multiplié par VA + \/B > il en résultera une 
quantité rationnelle égale au dernier terme de Téquation 
finale en x, pris avec un signe contraire. 

68. Enler ajant remarqué qiie dans les équations dm 
deuxième et du troisième degré, sans second terme , le^ 

racines étaient de la formé x = yA, x = \/A + k ^» 
coD)ectura quç cellçs des équa^ons du quatrième et du 
ci^yjuième degré, pourraient ^tre ireprésentées par 

x^zx/ A+ylS^y c, x=yA+vB+yïï+î/p, 

et qu'en général la racine de Véquation du degré n serait 
de la forme 

a:^\^A + P'B4'V^+^7}+V'È+ 

le nombre des radicaux étant>z^ i^ 

Après avofe" mis ainsi eu évi4ence dans cbaque degré 

les radicaux de ce degré, il pensa que les quantité». 

A^ By Cy Dy etc. ne pouvaient renfermer que de* 

radicaux d un degré inférieur, et ne dépendraient par 

conséquent que 4'équations^ d'un degré ix^fériei^r à la 



' ^ 
•* j ^ 
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propoiéé : tnaiâ un« observation plm attentive de 1^ 
forme deâ racines des équations dti troisième et du qua'* 
trièlne degré > et la difficulté qu*il éprouva à former 
Téquation du cinquièmis , d'après la racine qu il lui sup* 
posait^ le déterminèrent à modifier la forme de cette 
racine. Il prit la loi ai^yante : . ' 

û* degré j: =SE >< V/û, 

f _• s '^ . .. • 

5 -5 5 ^ 5 

J 

et en général 



\/Z+B \/ ii*+C )/l?+D \/u^+. . . .+Mi/u*-\ 

les quantités A, B ^ C/D.. . Metu^ étant indéter* 

minées. 

^^ * . 

Les formules ci-^èssus contiennent * implicitement 
toutes les racines de l'équation dont elles dépendent. 
Pour le troisième degré , pjzg: exemple , la racine cubique 
de u ayant trois escpr^ssions, savoir^ 

• yu, mx/u, fix/u, 
son quarré en auta parailleipe&t t^oîs^ qiU s.erpnt 

et en combinant chacune de 'ces valeurs ûyec ^^ corresr 
po^danto I on formera lés trois racines ' 

• • . ' ■ . . . . , 

» Q 3 3 3 . 

ccz=zA KM-* V'w^i x=^Jét i/û+B^ i/î?, x=jfy yu+Bfi'' y^u\ 

Rien nesjt plus facile maintenant (8 et 'i5') que de 
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temùnter à l'équation â*oû dériyetit fea radued ci-desaos » 
et ûo trouyélra r 

«* — 3-rf AlX — ^tt — i'tt» =?: d 

- 
£a comparant cette résultante ayec 

il yient 

Comme il 7 a dans ces deux équadpns trois indétèr* 
minées^ A, B etUy on peut s*en donner une i yolooté. 

Euler a faitu^£=i^ ce qui donne 2?=-—^. Substi** 
tuant dans Vexpression de 9 , on obtient 

et par coméquent 

d*où tt = — ^9d=t/îVp'-fi9*- 

De ç = — ^u-ï— iffV, on tire 
donc enfin 

Ces expressiohs dosùiénf pour x la yaleuï du n* 1 9. 
An lieu de fonta^ Fëquation 

a^ — 3'jBùx — A^u — B^u*=o 
« priori, comme je Fai indiqué ci-dessus , Euler , qui 
connaissait d'ayibice le résuitat atiquelil-dey^t parye- 
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nîr, se sert â*un mo}ren qui peut être commode dan» 
beaucoup d'occasions , pour reconnaître si «ne expres- 
sion proposée est la racine d'une équation donnée. If 
substitue dans l'équation a:^-^-jM:4-<7 = o,au lieu de 
X et de x^, les valeuw 

ce qui donne 

+ , pAVÛ+ pBVu' + q } 

• ! . ■ 

3 _ 3 _ 

Pour que la valeur A yu+B t/u* convienne à tous 
les cas de l'équation ci? + px + q = o, il faut que 

l'équation ci-dessus puisse avoir lieu, quand mêmeyu 

3 

et V'ï? seraient des quantités irrationnelles différentes. 
Il suit de là que les termes rationnels doivent se détruire 
à part, ainsi que les termes irrationnels : on doit donc 
avoir séparénient 

A^u+B^u*+qzLcy, 5A''Bu+pA=o, ZAB'u+pB^O', 

» 

les deux dernières équations ne sont autres que ...» 
SA Bu + p = o , multipliée d'abord par A et ensuite 
par B. Ce procédé conduit, comme on voit > au même 
résultat que le précédent. * - 

69. Je. ne suivrai point Eujcr dans les détails de 
l'application de sa méthode au quatrième et au cin- 
quième degré ; je me bornerai i don^^r l'expression 
des racines, et pour cela, je ferai . d'abord observer 
que celles de l'équation j*—i = o sont 



■s. ~X 
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En iniiItîpJiant par oea valeurs la quantité Iru , on aura 
les quatre expressions dont elle est«8usceptible * formant 
ensuite leur <|aarré et leur cube , on trouvera les diverses 

expressions de v u^ et deV^u^; et combinant ensemble 
Us résultats fournis par une même valeur de jr , on aura 

4 '4. _ y— * 

J 4 _ 4 4 ,* 

L'équation dont on vient de former les racines étant 
obtenue , on la comparera^ à x^ + ^x* + (/x + r = o ; 
«t c5mme 'On ns^weà. encort qu^ trois équations , on 
pourra prendre arbitrairement l'une des quatre indéter- 
minées A y B, C, u. £uler &it ici ^= i^ et parvient, 
par ce uiojen j :a une équation du troÎMétne degré .en u; 
xnais s'il eût fait utp^ i. , , et ^'il eût voulu déterminer B^ 
il serait tomb4.^ur vm^ du sixièaie ;. et sur une du viu^-* 
quatrième, s'il avait cherché ^ ou C. . 

£n désignant; p9r «, /8, y et ^ les quatre racines de 
réquation jr* — i' î== o , autres que l'unité , ks cinq ex*» 

pressions de yu s4sront 

et en formant leurs puissantes, on trouvera que Iesr^« 
cines de l'équation du, cinqniène degré sont • 

st = A yu+. Byu^+ cv/ï?+ Eyv^, 

' fe :. ' -s^ • ' -'S _ 5^_ • ' 
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Pouf fonner réqaation à laquelle appartiennent ces 
racines , Euler emploie le procédé du n** g ; mais quoique 
bien simplifié par ce moyen , le calcul est trop long pour 
trouver place ici. ( Voy. Xe^liosfi ÇommenUAcad. Pe- 
trop., tom. IX, pag. 88.) 

yo. On peut aussi se servir du procédé Indiqué dan» 
le n^ 66 » pour former Téquation dont la racine est 



~à^+bv^u^+cÇ^^+qÇ^ .... +M\/^?^ 



<m fera l/î* î=y, et oir aura i éliminerjjp «ifre les deux 

équÂtions 

, • • ^'— « = o/ 

[, xz=:Ay+ffy^+^Cy^^Dy^...^«fy"''. 

L*4qtiation finale ne inôntecà qu'au degré rt (lo), et 
n'âîira point de 'second terme ; en là comparant terme 
à terme avec la formule générale 

on obtiendra un nombre n ^- 1 d'équations ; et comme 
il y entrera n indéterminées, À^ B\ C,' etc. u, on 
potirra se donner une de ces indéterminées à volonté. Si 
on fait, pair exemple/ uz= i ^ on ^tonjïè sur les deux 
équdtions auxiliaires ,> • .. 

xz=zAy + By^ + Cf + Py^ rfr*^'""', 

employées par Bezout dans la raétfiode qu'il a proposée 
poni* résoudre les iqtotibn^ {Métn^ de iAcad.de Paris, 
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année 1 jGB j p« 533) ^ eX qui revient « ainsi qu'on le voit , 
à. celle d'Euler. 

Pour former, par. l'une ou par Tautre de» méthodes 
exposées ci-dessus, l'équation dont on a la racine, on 
ne rencontre d'autre difficulté que la lenteur des cal- 
culs ; mais lorsqu'on cherche à déterminer les quantités 
A, B, C, , . .u, par la comparaison du résultat avec 
l'équation générale du degré n, on tombe «dans des 
calculs presqu'impraticables qui conduiraient à une équa- 
tion finale, ou une réduite, dont le degré surpasse de 
beaucoup celui de la première. ' 

71. n est visible que lorsqu'on prend une expression 
radicale qni ne contient pas autant d'indéterminées que 
l'éqaation générale du degré auquel elle se rapporte 
renferme de coefiiciens , l'évanouissement des radicaux 
^e conduit qu'à une équation particulière ; je vais en 
donner un exemple. 

Si l'on suppolse seulement 

les puissances de cette expression pourront être mises 
souslaf(»rme 

x/Â+irs =Ç^A +v^B, 

( i/:5+ ï/^= Ï/2S+ v/p+3 î/5^( ^^ 

i\/A+ ^^F)^^/ZH-l/F+4i/:^^(l/3^+^^^ 
( \/A+ V'Bf^ ]/Â^+ y'W+sYÂBi VZP+ V'^) 

» # 

etc. ; • , . 
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et 6i de ces équations on tire successivemoit les valeur» 

de t/^+ï/iF, |/3îF+V^F, etcamnoyendespui»- 

• ■ • ■ 

sances de V^^+V^JÎ et dci/^i5, il viendra» en: 

mettant x au lien de ^A+ V ^ * et i an lie» de AB ^ 

Une induction semblable à celle qu'on a indiquée dan» 
le n* 56 fera voir ,que 

Posant maintenant m^=zn et ^rf*^=iz> on anra» à 

• > 

» ■ 

cause AeyA''+\/B* = A + B, Téquatipn 
1 i.a • '^ i.a.3 ^ 

1 «a • d • A 

dont une racine est 

x:=\/A+Ç^I. 
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En la comparant aVec les équations générales des 3*, 
4*, 5*^ etc^idegrés ; on reconnaîtra quellef sont les équa- 
tions de ces divers degrés ayant une racine de la forme 

■ 

• » 

m 

2^. Quand n=z5, on a 
jc^ + pa?4-^ = o, x'— 3xV^6 — a=o; 

3 

iiyient prziz-^Zyb, i/ = — a, 

d'où b = — ijp^'y 

etconune on a fait 

A + Bz=za, AB=zb 

A elB seront les racines de Féquàtion 

A^ + qA — ijp^^o, 

ce qui rentre dans les solutions du troisième de^é, 
données n®* iQ et 68. 

a^. Quand n=4» ^^ ^ 

x* — 4x*V^i + a^ ï* — « F= o- 
La comparaison de ces deux formules donne 

p=t= — 4V^, ç^o, r=av/6* — o» 

L*équation ^ r:: o est la condition qui restreint Yéqua^ 
don proposée ; et lorsqu'elle a lieu^ on trouve 

l'équation du quatrième degré qu'on résout par ces fer* 

mules , est 

x* + pje* + r=:o. 
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3^ Qfiiiid n=75, oa a 

«* ^.px* *f çje + ro: + * = ©îr 

d*où l'on déduit 

On retrouve dans oa degré la condition f =0^ déjât 
exigée pour le précédent; et les équations ^ 

5 ' 5 ' 

p=s— .5/5, r=5V^î^ 

donnent de plus, par l'élimination de b, cette relations 
antre p et r : P* =^ 5r. 

Lorsqu'elle a lieu , il en résulte 

*=— ^P^. « = — *^ 

et réquation résolue est 

afi + pj^ + J p*x + 5 = 0. 

Je ne pousserai pas plus loin cet examen; mais )& 
ferai remarquer, i^ que les quantités A et B étant 
données par une équation de la forme 

* 

A^ — oA + b;=:o , 
la racine de Téquation proposée sera 

«=Via+»/ia»— *+ Via- Vj^F^b , 

résultat auquel on peut appliquer les réflcTcions du n" a^^ 
et qui fait voir par conséquent que le cas irréductible a 
lieu dans les équations des degrés si/périeurs au troisième. 



. '^A'^^ Que. lexpressioii V/^ 43^4/^: donné en mênia 
temps touteà les. racines de l'équation correspondante , 
lorsque i'oà combine detix à deux les n valeurs dojit 

-est susceptiWé chacune des quahtîtés \/A et \/B, de 

manière (fuç leur produit sfe réduise à y AB \ c'est-â-dirç 

que si Ton prend «\/^ et ^V^-^, on ait «/S= t. Avec 
cette attention, on. trouve (i5) que les n valemrs de op 
«ont 

X =u^\/A +V-V^> 

» s 

r 

2?6. ifuelcjups transformations qui conduisent à ta 
résolution des équations des quatre premierhlegrés» 

7a. Le nombre des moyens qUe les algébristes ont 
tentés pout résoudre les équations littérales, est trop 
grand pour entreprendre de les faire tous connaître ; il 
en est cependant encore .deux que je vais exposer, 
parce qu'il? sont remarquables , soit par la source dont 

(*) Lor^ue lés equauons pârtictklfères que je considère icî tombent 
dans le cas irrëductible^ elles ont toutes leurs racines re'eltes. et se 
rapportent h la division d'un arc de cercle en n parties e'galès , ce 
^ni forme nn moyen très-simple de les calculer avec le secours 
des tables trigonomctriques. Voyez mon Traité du Calcul diffc» 
ttntiel et du Calcul intésral . t. I, Intwduction. L'4 

CompL des Élém, d'Aigu 10 
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ils dérivent , «bit par leur simplicité : le premier ^est la 
méthode de Tschirnaîis . 

Cette méthode semble promettre la résolution de» 
équations d'un degré quelconque , et elle offre le moyea 
le plus naturel qu on puisse désirer pour résoudre les 
équations du deuxième^ du troisième et du quatrième 
degrés -, mais malgré son s^iccès dans ces degrés^ elle est 
inférieure à toutes les antres méthodes connues, par la 
longueur des calculs qu'elle entraîne : cependant, j'en 
▼ais tracer une esquisse , en faveur de ceux qui veulent 
connaître toutes les richesses de l'Analyse. 

En faisant disparaître , par la supposition de 

y=a;+a, le second terme de lUquation jf*+Py+Q=o, 
on la réduit à la forme cr*-+-i?==o, laquelle se résout 
sur-le-champ par l'extraction de la racine quarrée, et 

donne x=diV^ — B. En effet, en substituant x-^a à 
la place de j^ dans Téquat^^^j^roposée'; elle devient 

+ Q 

et si on égale à zéro la quantité aa+P, coefficient de 
Xf çUe se réduit à 

a;» + a» + aP + Q = o, 

ce qui donne 

B = a*+aP + Q; 

mab de 52a -{- P = G il résulte 

et par conséquent 

et v = a + «=-iP±|/zi'*-C^- 
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yS. De même , si Ton pouvait faire disparaître le 
il* €t le 3* termes de réquition 

la transfonùée, irédmito à son premier et à son dernier 
termes^ se résôYickait par lase«ile extraction de la racine 
•cubique. 

La substitution de x + û à la place de y^ dans une 
équation en y, n est propre qu'à faire disparaître un seul 
terme, puisqu'elle n'introduit qu^une seule quantité in- 
<léterminée ^{ (^);mais si, au lieu de l'équation hypo- 
thétique yz=zx+a^ on prend y*=J?+«+4y, oa 
peut faire disp^r^tre deux termes^ de l'équation en a;^ 
«n déterminant convenablement les quantités a et 6 ^ 
«or lesquelles il n'y a rien de statué par l'énoncé de la 
question* 

Dans œ cas , l'équation en x n est pas aussi aisée à. 
former que lorsqu'on change seulement y en x^a\ 
mais cependant elle est encore du même degré que la 
^oposée , comme on peut s'en assurer par le procédé 
d'élimination indiqué dans le n®^ lo; Car si on désigne 
par «I v8 6t 7, les trois racines de Féquation 

d'après ce procédé , l'équation finale en x résultera du 
produit des trois quantités 

»* — bm — <a + JB), 
y» — iy — (a + a;)^ 

{*) Ceux qui nVnt ptw encore rhabitode de i*Analjsc croiraisnc 
peut-être gagner quelque chose, en supposant y =: x + a +3 ; mai« 
s^ik font le caJcul , ils se convaincront bientôt que la quantité a+^ 
le comporte comme si elle était monôme, et qu^'ils ne peuvent point 
déterminer séparément A ec ^ , ni par conséquent faire éranouix 
plos d^un terme. 

lO.. 
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^ nécessairemeilt ne passera pas le troisièime degré ; et 
après qu'on aura chassé les lettres », fiety, comme it 
convient , on aura un résultat que l'on peut représentée 

posant alors ' • 

•^ ^=so, Bsso, 

a restera seulement 

Si on eïFectne le produit indiqué plus Iiaut, et qu'on 
exprime par les coefficiens P. Ç et il, de l'équation 
proposée . les fonctions symétriques de •. -^ et y , que 
ce produit renferme , on trouvera sans peme la composi- 
tion des coefficiens A,B,C,àt l'équation en x; ma« 
ces résultats, que le lecteur fera bien de chercher pour 
•'exercer au calcul, sont trop compliqués pour trouver 
place ici : on en obtiendra de plus simples en supposant 
L'on ait déjà fait disparaître le second terme de 1 équa- 
tion proposée. On n'aura plus qu'à éliminer y entre les 
deux équations 

y^Qy-|-7l=o, _y»=x4-a+6y, 
ce qu'on fera ainsi qu'U suit, en posant, pour abréger. 

L'équation jy«=m4-*y étant multiphee par;y, donn» 
y^=my + iy on y'=my+bm + by, 
en mettant pour^ sa valeur. Substituant ensuite dan, 
la proposée , il viendra 

my + b m+by+Qy-\-R—°i 

(*■) On laî.« tonjour. le. deux quantité, indétennin^ a et i , 
™Lré la dUparition du .econd terme de la propo««. parce que 
Satio- en X n'en a p« moin, un «cond terme qu'd fa« encor. 
faire évanouir. 
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et mettant cette râleur dans Péquatîon 

OQ: obtiendra > après les réductions j 

RQb 

Remplaçant les diverses puiiisances de m par celles ^d» 
x^a, ordonnant le résultat par rapport aux puissances 
de a? et de a, comparant^ avec j5^+y<x*+^x+C=0'y 
il viendra. 
J!=3a -f aQ> 
B==3a*+4Qa+Qb^—1iRb +^, 

Si>on £a,it jé=o, et Bz=:o, ce qui produit les équa- 

tM>n3 

3a + flÇ = G (i), 

5a» + 4Qa + Qb^ — 5Rb + Q'^= o. . . (a), 
Téquation 

se réduit à; 

d'où x = — V^. 

La quantité C sera connue lorsqu'on aura détenniné a et 
i^^ ce'qui est facile y puisque y d'après Téquation (i)j on a. 

^valeur qui, mise dans Téquation (2), la change en. 
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équation du second degré, dont la solution donnera la 
valeur de b. Je ne m'arrêterai pas à développer l'ex- 
pression de C, ni à tirer les diverses conséquences 
qui résultent de cette théorie ; mais on suppléera faci- 
lement aux détails que j'omets. 

Lorsqu'on a déterminé a,betx/i} ne faut pas prendre 
indistinctement pour^ l*une quelconque des racines de 
réqyation j^*=a:+^+^y> mais on doit, d'après ce 
qui a été dit n^ 193 des Élémens, chercher le- diviseur 
commun qui existe aloc9 entre cotte équation et la pro^ 
posée, on y ce qui revient au même, substituer les y.^^ 
leurs de a > de b et de aa dans, l'expressioo. 

qui a servi à Télimination de^^ 

74. En passant au quatrième degré, le même procédé' 
s'applique de deux manières Afférentes ;. s^voii:^ en. 
changeant l'équation 

en une autre où les termes affectés de la troisième et de 
ht première puissance de l'inconnue aient disparu ^ et 
qui par là soit résoluble À la manière de celles da< 
second degré {Éiém* 160) \ ou bien, comme pour les. 
degrés précédens , en transformait l'équation proposée 
de manière que la résultante paissp êtise réduite à soa 
premier et à son dernier termes. 

Dans, le premier cas ,. on n'a que deux termes à faire; 
disparaître \ il suffit donc de combiner l'équatioA 

avec r équation 
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En effectuant les calciils nécessaires ppùr obtenir l'é-* 
quatîon * 

cc^^^ ^x» + 5x» + Cjd + Z> = o, 

et posant ensuite 

A=o, C*=o,. 
on a 

L'équation y/^ï=o serait encore du premier degré, par 
rapport aux indéterminées àetB; mais Téquation C=o 
monterait àa troisième : ainsi la résolution de Péqua^ 
tion proposée se trouverait "ramenée à celle d'une équa- 
tion du troisième degré ^ et d'une autre du second. 

Connaissànt'a, b etx> on trouverait j' , comme dans lé 

kuméro précédent. 

Pour changer fëquatibn: 

en une antre, qui n'ait que deux termes , il faut en faire 
évanouir trob , et l'analogie conduit à poser l^quatioir 

renfemumt trois indéterminées a, b et c. Le résultat 
de l'élimination de^ entre cette équation et la proposée 
étant tov)Ottfs désigné par ' 

on fera 

ce qui donnera 

mais les indéterminées a^bete se trouvant au premier 
degré dans Jl, au deuxième dans B, au troisième dans^ 
C, l'équatioiL d'où dépend la valeur de l'une d'elles 
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montera au sixième dejgré y et sera done en' générât plus: 
difilcile à résoudre que la proposée elle-même : eepen-^ 
^ant Lagrange a prpuyè quelle pounr^t «ucore se ra- 
mener à une autre du troisième degré» 

« * 

75. Quand la proposée sera du cinquième degré , il 
faudra nécessairement la changer en une autre qui n'aill 
que deux termes, et pour cela en faire disparaitre> 
quatre dans la transformée ; maïs la recberc|i& des in-^ 
déterminées conduira alors, à une équation Enale d'uQ 
degré beaucoup plus élevé que la proposée ji et la mé- 
thode de Tschijrnaiis , de même que toutes les autres 
^létfaodes connues , écboue.au-delà du quatrième degré. 

Tout ce qu!on en peut conclure , c'est la manière da* 
faire disparaître autant de termes qu on voudra d'uuQ 
équation quelconque; car il, est fac^e de généraliser^ 
cette marche, et de reconnaître quen prenant Téqua^- 
tion subsidiail-e 

y^-rrzx + a -J*- i^ -f- cy*. . • . -^ ^!^\ 

on changera réquation générale 

■. , \- • 
e^n une autre 



a:» + Aoc^^ + ^x"*^. . . . -f- ii = o , 

dans laquelle- en pouira faire disparaître .un nombre dfe^ 
termes égal à m, au moyen des m quantités indétenni**- 
nées a, 6, c>. . a .^. . ' ' 

7G. Le second moyen, par lequel jfetermnierai ce* 
que j'ai à dire sur les équations , dérivé de celui qu'on 
attribue à Cardan, ou du moins qu'on employa d'abord 
pour retrouver l'expresaion qu'il avait donnée de la pre- 
U)ière racine âjç l'équation dutroisième de^^é sgLUS secoi^ 
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terme, moyen que Lagraage a étendu aux équations du 
^àtrième degré (*). 

Si l'on fait x ==y -f- z , il viendra 

0^3 ~y3 j^ Zy^z-^ZyT^ + 2i^ 
résultat qu'on peut mettre sous la forme 

et q^î se change en 

quand on y 'rémpiacej' + « par sa valeur x\ compa- 
rant alors cette équation avec 

x^ + px-i-qz^zo, . 
on en conclut ' 

La première de c^Ies-ci donnaiQt 

^a==-| et jyV=-^, 



i^ 



.» j»- o 



y^ + Z^z=: — q, ya^= — £-; ^ * 

et il suit de la théorie de la composition des équatiop»» 
que y^ et z^ seront les racines d'une équation du second- 
degré , ayant q pour coefficient de son second terme , ^ 

P^ 1 
et^ — r- pour son dernier. Si f* + ai p' = o re- 

présente cette équation, et que A ^XB soient les valeurs 

f»[Wip— — 1— — — — »i— ^ ^ . ______ 

I « 

(*> Voy. U^S^neesde l'École NormaW (:U III, p* 3o6,' 
jif» édit. ) ^ et h. Journal de V École Polytechnique ( 7« et 8« ca- 
hiers, p. 237). Lés calculs de ces transformations ont ilé depuis 
un peu sMiplifiës dans l'enseignement de la dernière-école, et forment 
le procédé le pins sitidl^lè et le plus court pour arriver à U tolutioit 
d^^^VjuAtîQns du troisième et du quatf iène dfff^^*: 
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S 3 • 

àet, on aura y r=z^A et z = \/^B. Les diverses ex- 
pressions de ces racines satisferaient dans un.ordre quel- 
conque aux équations 

y + z3-,_ç et ya3^_^. 

Biais la dernière de ces équations est plus générale qua 
^, — Ç d*où elle a été tirée : c'est donc dans celle- 

ci qu'il faut substituer les valeurs '(^e y pour obtenir^ 
celles de z, ou, ce qui revient au même;^ il faut com^î, 
biner chacune des expression» 

3 _ 3 3^_ , 

avec les suivante» , 

^y- ^/- '^y- 

i/B, -»/^, #V^> 

V 3 ' ^ 

de manière que le produit se réduise kyAB , ce qi4,î n«( 
fournit que ces^^troîs résultats - _ _ - ^ ^ 

y'A+ VB, 

mx/A-^^VB, 

^\/A+^VB. / 

Il est facile de voir qu'en mettant pour tt et #• les 
valeurs données dans fe n** i Sg des Eléniens, et pour ^ et ^ 
felles qui résuhentde Féquation ^+9^— ?f ;>^=o» on 
retombera sur les expresstons obtenues dans le n* ig. 

Je ferai remarquer, à cette occasion, que lorsqu'on 
élève une équation à une puissance, ou qu'on la .multi- 
plie par un facteur où «e trouye l'inconnue, on introduit 
de nouvelles racines étrangères à la question propoaée. 



y 
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^jn On a résolu Féquatipa du troisième degréu 

x'-f-/7a:+q=;=o, en supposant x==y+z; on résout 
ceJle du quatrième degré x*+pa;*-f*^+r=o d'une 
manière analogue^ en faisant x=:=u -f-J^ +2 ? car il faut 
ici trois indéterminées^ à causé que T équation à ré- 
soudre a un terme de plus. 

De la supposition de a:=su-|-jr-f-a, il résulte 

01;*= (1*4- y + 2i>*=ï^* +>*+**4-«ity-f- awîJ + 3y;5^ 

ee ^*on peut mettre sous la forme 

éleyant encore une fois au quanré > il viendra 

développant ici le second membre seul , on trouvera 

et remplaçant u^y-^z, par sa valeur a?j^ ou ^siuk- Te- 
quation 

dont la Comparaison avec la proposée donnera les équa- 
tions 

Si l'on met dans la dernière, au lieu de u*+y'+i*, 
0a valeut — ^ tirée de la première , on aura 

d'où l'on condnra, en prsnaatje.quarté de uysdansla. 
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deuxième-^ lés trois nouvelles équatîbns^ 

dont la pFemière donne la somme des qnarrés des Inooa*- 
nues u^y^ z, la seconde celle de& produits de ces quarré^.- 
combinés deux à deux^ et la dernière le produit de tous 
trois. En se rappelant la composition des équations 
{Éiém. i83), on voit bièntôÇ que si on regarde les 
quantités u^^y^ et z* comme les trois valeurs d*une mêm^ ' 
inconnue t, cette inconnue dépendra de l'équation 

Désignant par ly m et n, les trois racines de cette équftr- 
tion> oa aura 

U^=:l, y*=:m, «•=11,, 

d*où 

* 

et par conséquent 

x = ±.\/l±.\/m±L\/n. 

Cette formule ^ dans laquelle on peut combiner comme- 
on voudra les signes , équivaut par là aux suivantes : 






x = — /Z+/m+V/n, 



et semblerait donner huit valeurs pour Tincomiue op. 



qui n-en {>eut avoir que quatre ; maïs en remontant plus 
lialït^ on verra que les ^tiletirs de u,yetz doivent sa-^ 
tisfaire à l'équation ç=— 8uyz, dont on n'a employé 
que le quarré. Il faudra donc combiner les signes des va- 
leurs u=±V//, jf=±t/m, zz=±:\/ny de manière 
que leur produit soit d^un signe contraire à Celui de g, 
ce qui doit se faire coxïime dans le n** 34* 
Si, dans l'équation 

'■+!-+(S-0-S=»' 

on fait /=7> les fractions disparaîtront par la réduc** 
4 

tion de tous les termes au même dénominateur^ et il 
viendra 

^4-2p5*-Hp*— 4r)^— 9*=i:0, 

réduite semblable à celle que l'on a trouvée en 2 dans 
le vl* 20. On se convaincra facilement aussi, que le» 
valeurs de a: rapportées ci-dessus s'accordent avec celles 
qu'on déduirait des résultats du même numéro. 

Du développement des puissances fractionnaires et 

« négatives en séries. 

78. On a vu , dans le n® a35 des ÉlémenSy la divi- 
sion, prolongée indéfiniment, donner naissance à une 
suite infinie qui exprimfdt, en termes monômes, le déve- 
loppement d'une fraction ; et dans ]je n* aSj, j'ai annoncé 
que l'extraction des racines conduirait aussi à des séries. 
Pour offrir un exemple de ce dernier cas, jq vai« ex- 
traire la racine quarrée de a*+b\ 






tUnirLÉMENT 



*• 



+&• 



&♦ 






V^ 



4a» ^ Sa* «4a* 



«tD» 



a*t— •— "^ 



i4 &« 



aa 8<i' iScfi 



— etc. 



2a 

3a+-*-< 
a 

etc* 






La racine cjuarrèe^u premier terme étant a, il reste 6*^ 
qu'il faut diyiser par aa; et écrivaift le quotient — i 

côté de a, i la racine^ on aura a-| pour les deux pre>* 



sa 



b^ 



miers termes de cette racine ,'«t—rr-^ pour le reste; 

h» 

doublant la racine trouvée » on a na -( — ; et divisant le 

a 

M b^ 

reste — -r-; par aa, on aura un qaoûent— rj-^, qui 

sera le trobième terme de la racine. On yérifiera ce 
tarme suivant la règle ordinaire; et en aura un reste 

^— • — ;r7-g, sur lequel on opérera comme sur les 
oa^ \b4fl 

précédens* 

n serait aisé d'imiter cette opération pour extraire la 
racine d*un degré plus élevé ; mais en considérant les 
i\acines comme des puissances fractionnaires , on les dé^ 
duit plus simplement de la formule du. binôme , telle 
qu'elle est présentée dans le n** i44 ^^ Élémens. 

En efiFet, si Ton change v/a»+P*en (a»+3*)*, et 
que Ton fasse m:=^ dans la formule citée, puis qu'on 
y écrive a» pour or, 6* pour a, il viendra, comme ci-» 
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dessus/ 

Cet exemple suffit pour montrer le parti qu'on pour-* 
raît tirer de la formule du binôme > si l'on était assuré 
quelle eût lieu, quel que fût l'exposant m^ ce qu'on 
ne saurait conclure de la manière dont on y est parvenu 
dans les Élémens^ puisqu'elle suppose que m est né- 
cessairement un nombre entier positif . Il faut, en consé^ 
qnence , soumettre cette formule à -de nouvelles véri- 
fications ^ propres aux di£Eérens *cas que l'on yeut j 
comprendre, 

79. Parmi les diverses preuves qu*Eul«: a données 
de la généralité de la formule du binôme, la suivante | 
tirée du tome XIX desJVbvi Comment. Açad. Petrop, 
(pag. io3), tient le premier rang par sa finesse et sa 
brièveté. 

Il a été démontré que lorsque n^ est un nombre entier 
positif^ on a 

(i+^)"^^+7^+ \^a V +-^ — ^^ lz'+ etc; 

mais on ignore à quoi répond le second mend>re de cette 
équation ; lorsque m cesse d*être entier ou positif^ ce^ 
pendant il est incontestable que, dans ce cas même, sa 
valeur étant liée à celle de m, il peut être regardé 
eomme le développement d'une fonction inconnue de m. 
En représentant cette fonction par f (m) , on aura^ en 
général, ' , . * 

Km)^i+jz+-j^^z+ j-^ z +etc. 

Si on écrit n au lieu, de m, ce qui est permis^ on anra 



L 




xCo tônftiutvr 

de même 

f („) =^t+-z+4^*-4- ri^ »»+ etc.. 

et par conséquent 

r . m , m(y»— i) ,^ , m(m~i)(iit— â) , . i 
\ ^^ X ' i«a 1.3*0 ' J 

.+- *+-i^«-+- -^^3— 2.3+etc.} 

n Faut examiner maintenant qnelte doit être la Forme 
de ce produit, que je désignerai par P. Il est érident 
que si on l'ordonne par rapport aux puissances de z, 
on pourra le représenter par la série 

i^Jz + Bz^+Cz^ + Dz^+etc., 

et que le coefficient de l'une quelconque de ces puis» 
sances , de la cinquième , par exemple, dépendra de la 
manière dont seront composés l'un et l'autre des Fac- 
teurs, depuis le premier terme jusqu'à celui qui ren- 
Ferme cette puissance , car ce sont les seuls qui concou* 
rent à laFormation du terme que je considère. Mais la 
composition de ces termes ne change pas , quelles que 
soient les valeurs particulières de m et de n; et si elle 
est connue dans un cas où m et n soient des nombres 
indéterminés, elle sera la même dans tous les autres. 
Or , on sait que lorsque m et n sont des nombres entiers , 
le produit P est égal à . 

ou à (I +»)"•+■•, 

et que 

^ , m + n , f77i4-n) fm+n— i) « , ^ 






\ 
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C^est-â-dîre que chacun àts coefficiens des ptiîssancet 
de z est composé avec la quantité m + n, comme les 
«oeiEciens correspondans des facteurs (i+z)^et (i+z)* 
le sont avec les nombres m et ». Donc le produit P 
devant conserver la même forme dans tous les cas doit 
répondre en général à f (m+n) ; et il résulte de là que 

f("»)Xf(/i) = f(7n + ii). 

C'est cette équation qui renferme lé caractère fonda- 
mental de la fonction désignée par la letfre f, et qui e« 
fera connaître la nature» 

Si Ion change n en n +p, elle donnera "^ 

Hm)X{(n+p)z=:{(m + n+p); 
«t comme 

. f(n)xf(p) = f(i.+p), 

M Tieïidrà ^ . . . 

f ("0 X f (/») X £(p) = f (m + B +p). 

Onobliendraitune semblable équation, quelque fût 
Je nombre de fonctiona mnltipKées entr'elles. 

n suit de là , que si l'on prend un nombre k de fac- 
teurs égaux à f (I), on-aura 

(t)x<&x<D 

^^k-^k + k "J'^Hf'), 

h 

pûsque ^ X A = A ; et par conséquent 
CompldeiÈlém,d'Alg, U 



fl 
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Tirant de part et d*autre la racine du degré Kj on 
trouvera 



Q = [f(fc)3*; 



maïs h étant un nombre entier, f(A) = (i-f a)*, %t 
l'équation ci-dessus devient 

f(J)=0+«)^ 

il est donc prouvé que f (tJ! ou la série 
A h/h \ h/h \/h \ 

^+r*+-rr-*+ — ro — *+***'" 

est le développement de la puissance fractionnaire r 

de la quantité i + s. 

Je passe à présent au cas où l'exposant est un nombre 
négatif : on a alors 

mais d*un autre côté 

f (Tîi+ji) = (i +zy = i (^/^m. 57) ; 

il suit de là que 

f(m)XfW = i. 

Mettant^ au lieu de m, sa valeur— n, il vient, quelle 
que soit n, 

f(— 7i) = pT--; 
r(n)' 

et puisque 
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si en résnlte que f (-^n), ou la série 

est le développement de (i +z)"'". 

On passe facilement du développement de (i +2)*? 

a celui de (x + a)"*.; car si l'on fait a =- , on a , . 



0+0 



"» (x + a)"* 

d'où Ton tire 



(a?+a)«=x'»(^i+2y; 



et l'on est conduit à la formule du u? i44 <}es Élémens. 

La démonstration précédente ne laisse rien à désirer 
du côté de la rigueur et de l'élégance ; mais elle re-^ 
pose sur une considération bien fine^ et par là bien 
diiCcile â saisir pour les commençans C^). La suivante, 
fondée sur de simples opérations de calcul^ paraîtra 
peut-être plus évidente à beaucoup de personnes ; elle 
est tirée des Transactions philosophiques (année 1796). 

8o. L'examen des premières puissances de i-|-^ 

•■^■■^"■■"^^■^■"^■^■""■^^"^^^^'^"^^^^^^^^■'^^^"■^^'^■^^""■^^■■^"^■""^■^^^^^■^"^^""'■■■■*^™» 

(^) La seule difficolté de cette démonttration est de sentir la 

force da raisonnement par lequel Euler a établi l'équation 

f (1») X f(n) = f (m+ii). Ségner l'a prouvée en indiquant une ma- 
nière d'effectner la multiplication du développement de f (m) par 
celui de f (1)9 de sorte que le produit se présentât sous la forme 
du développement de £(wi-f.n). (Vojezles Mém, de VAcad, dm 
Berlin, rainée 1777, p. 37 del'^utoire; ou les Élémens âPAl^ 
gèbre, par M. PHuillicr) ^ mais il me semble que le mérite de la 
marche d'EuIer est d'éviter les longs calcols. Au reste, les démons- 
trations de la formule de Newton se sont multipliées à tel point, 
qae leur réunion composerait un fort gros volume ; les Transae* 
tions philosophiques, fox^toat, en contiennent un grand nombre. 

11*. 
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conduit natureUement à penser que le déyeloppemeut 
rne puissance quelconque de cette quantité, doit être 
de la forme 

™. ■ j B f n F etc. . étant des nombre» 
les coeSiciens- A, B, C, U, c, etc. , ci-ui 

entièrement indépendans de toute valeur de x. Il est 
visible , d'ailleurs . que ce développement ne doit con- 
îlnTr aucune puissance négative de x; car s il avait, par 
exemple, un terme de la forme ^. la supposition de 

^— o rendrait ce terme infini iÉUm. 68), tandis que 
la même supposition réduit à l'unité toutes les puissances 

de 1 +x. 

Cela posé, soit 

(1 +xf= i+Ax + Bx' + Cx' + Dx^+ etc. , 
on aura aussi 

et en faisant 



il viendra 



m 



m 



(i+x)»=B", ii+yY—v^. 



et 



Mais si l'on fut attention que 
on «a conclura^que 



/ 
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et qne 

ff!:zi! ~ i^:iy) 4- ^iï*i::2::> + £^^::^ + etc. 

tt» — V* a; — y . ^^^J ^"^y 

Or, en vertu du théorème du n® i58 des ÉUémens y 

on a, puisque m et » sont des nombres entiers, 

et la division par la quantité x ^y s'effectue j iï viendra 
donc ;, d'après cela , 



•B— 1 



+ JECx* + ar'j^ + xy + xy +y ) + etc. 
€ette dernière équation y devant avoir lieu , quels que 
soient x etj^, subsistera encore lorsqu'on fera J7=^, 
hypothèse qui donne * 

et qui réduit Téquation ci-dessus à (F^ 



Tnu*""* 



j=J+!iBx^5Ca^+4Dx^+ B^x^+^etc. ^ 



ou à - 

îîî u" = u»(^ H- a^ j? + 3Cx»+ 4Z>x3+ 5^a:<+ etc.). 
n . - 

Maintenant,, si l'on met pour u"* et u" leius valeurs 

m 

(i + Jc)" ef 1 •+• o:, on aura 

m 

- (i +xy=ii'+<x:XJ+2Bx+3Cx^-+4DaP+5Ex^+etc.), 
n 

équation qui renferme une condition propre à déter- 
myief les coefficiens j4, By CyD, etc. , du développe^ 

m 

ment de (i + a?)*. En effet ^^ si Ton substitue ce dévelop- 
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pement dans le premier membre , il viendra 

— — Ax + — 5x*-4 — Csc* -4 — Dx* + efcr; 
n n n ' n ' n ' 

£A + sàBx+5Cjc^+^)a^'hBEx^ + étii. 

~\ + Ax+2Bx^'^5Cx^+4Dx^ + ^^<^' 
Si l'on n*a point perdu de vue qne toutes les équa- 
tions par lesquelles on yieàt de passer^ doivent se vé- 
rifier sans qu il soit besoin d'assigner aucune valeur 
àx^ on en conclura nécessairement que leur premier 
membre doit renfermer précisément les mêmes termes 
que le second , ou^ ce qui est la même chose ^ qu^elles 
doivent être identiques. Or^ pour que cela soit, il faut 
que les termes affectés de la même puissance de. x 
soient multipliés, dans Tun et l'autre membre» par les 
mêmes coefficiens : on égalera donc les coefficiens. du 
premier membre de l'équation précédente, à ceux qui 
leur correspondent dans le second; on aura ainsi Ie« 
équations 

n 1 I n 



<-n-') 



ni I 

'* / donnera 






5£4.4Z>=^D, I .|£= 



<"-^) 

K"-^) 



«te, ' ^ etc. 



DES ÉLÉMENS D*ALG£BRE. 167 

On Yolt^ par les dernières équations^ comment les coefil* 
ci&as A^ By Cy D> etc. y dérivent successivement les nna 
des autres. Si on prend leurs valeurs y ce qui n a aucune 
difficulté^ et qu'on les substitue dans la suite 
1 + ^or 4- -ffa?*+ Cx^^ etc. , 

on trouvera 

m m/m \ m/ m V'm _ \ 



?(^-)(;-')g-^) 



x<+etc. 
i.a.0.4 

J'observerai qu'il n'y a peint d'induction dans ce qui 
précède; car toutes les équations qui y conduisent 
sont symétriques , et la loi de leurs termes est telle ^ 
qu'on peut en concevoir un aussi éloigné qu'on voudra 
du premier, il faut remarquer aussi que le dévelop- 



m 



pement de (i+x)* donne celui de (i+a?)"*, ej| 
faisant 71 = 1^ et qu'ainsi la formule du binôme se 
trouve démontrée^ lorsque l'exposant est un nombre 
entier. 

On 'pourrait encore révoquer en doute la légitimité 
de la formule pour le cas de l'exposant négatif; mais 
pour la prouver, il suilira de montrer que l'équation (^, 
de laquelle se tire la formule, a encore lieu lorsqu'on 
y change m en —m-, or, c'est à ^uoi on parvient en 
observant que 

1 1 v"*— 'U"* 



^"'"••i^v" 



^i» ^m 2^"*!/"* * 



car il en résulte 



s"-* 
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«t comme par ce qui précède , la quantité -^ devient 

»— -—r lorsque v=u. on aura pou: le même cas 



-■"• OM ^ 



Le second membre de Téquation (^ ne changeant 
d'ailleurs point de forme > on aura 

équation qui ne dilTère de (^ que par le signe de m , 
et qui doit par conséquent conduire aux mêmes résultats 
que Ton déduirait de l'équation (f^^ en y changeant 
yn en — * m. 

81. Pour appliquer maintenant la formule du binomt^ 
à l'extraction des racines , je vais chercher la racine 5" de 

a-f-^i c'est-à-dire développer (a+t)'*» ^^ faisant 

m=^ dajas la, formule dv n® i44 ^^ JÈlémfinSt et eQ 
7 changeant a; en a et a en 6 , les quantités 

1 4 — .— I • ' "• gi ' ir ' • '" ""» etc» 



Reviennent 



ij «_,6 .-.ai î-3ft 



iîl î 



-, etc. 



et en réduisant^ 

1 J j<_ 6 96 14 i 

{in faisant les produits successifs des nombres de- cette 
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dernière ligne ^ comme l'indique la foiYnule citée, et 
multipliant le résultat par a^^ on trouvera ^ 

1,4.9.14 &4 
a.3.4.5+û*^ 

Pour employer cette formule à Textraction approcbée 
de la racine cinquième d'un nombre donnée on parta- 
gera ce nombre en deux portions, de manière que la 
plus grande soit une cinquième puissance exacte , et on 
la prendra pour a \ le reste sera b. 

Soit pour exemple le nombre 2&0 : on le décomposera 
en q4^+ 17, parce que 24^ est la cinquième puissance 
de 3^ et on fera 

a = 243, Jr=i7; 
il en résultera 

a^=3 *-i7. 

En substituant ces nombres dans la formule précédente! 
la rapine cherchée sera exprimée par une suite de frac- 
tions de plus en plus petites. Pour l'évaluer, il faudra 
réduire ces fractions au même dénominateur ; mais on 
évitera cet embarras en les convertissant en décimales. 
Dans cet exemple, b étant moindre que la dixième 
partie de a, l'approximation sera très rapide, 
. Voici les différens termes de la suite, formés chacua 
par le moyen de celui qui le jprécède^ d'après ce qui a» 
été dit plus haut. 
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i*'tenne *.•,.• • 4"i>oooQO^^ 

3% — -^xa.^= — S:= — o^oooSgiS 



5a 



4*, fi X 3.F-^ =î C=4-o,ooooi64 



6*, — Cx-.r-= — ^ — *o,oooooo8 

a ba 

+ 1,0140082—0,0063923 
— OjOOoSgaS 

+ i|Oi36i59 
3 



3,0408477 

Les termes qui suivent le cinquième sont trop petitf 

pour en tenir compte , lorsqu'on se borne, comme je l'ai 

fait , à 7 décimales. J'ai retranché la somme des termes 

négatifs de celle des termes positifs , et j'ai multiplié le 
1 

reste par a^ ou 3, ce qui a donné 3, 0408477 pour la ra- 
cine cinquième de 260; mais quoique le résultat ait 
7 décimales, on ne peut compter que sur l'exactitude de 
la sixième. 

a 

. De quelque degré, que soit la racine qu'on veut ex- 
traire,, on procédera comme ci -dessus, et on obser- 
vera en général, que toutes les fois que l'on emploie 
la formule (a; -["a)"* pour convertir une expression 
ensuite infinie, et pour approcher de sa valeur, il 
faut que le premier terme x soit plus grand que 

le second a, afin que - soit une fraction, et que tous les 

termes devenant de plus en plurf petits, la série soit Con- 
vergente. 
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8fl. Les premiers tennes du développement de (or+a)"* 
suiGseiit le plus souvent pour exprimer d'une manière 
trè$-approehée les racines des noml^res ; et c'est de là 
qu'ont été tirées plusieurs formules que je vais faire 
connaître. 

Soit proposé d'extraire la racine m""*' de la quantité 
<z"*-^ b, dans laquelle la valeur de a surpasse beaucoup 
celle de b. Pour cela , comparant a"* + i au dévelop-^ 
pement de (a +</)"*, et effaçant de part et d'autre le 
terme a^, on aura 

r «-I • 7w(m— i) „_. - , m(m — i)(m— a) ^_^, . , ^ 

^ * i.a ^ i.a.o T • # 

résultat auquel on peut donner la forme suivante : 

f / «— , I ^(jfn — i) „_ , m(m — i)(m — 2) « - . , ^ \ 

b=q( Tna^-'-f— i:^ -a^-^q^ — ^^ ^^5 ^ ar-^q^+etc. )^ 

\ i.a x.a.o / 

et dont on tire 

b 

9=- 



ma"*' 



On pourra négliger, vis-à-vis du terme ma"*"*, ceux 

qui sont affectés de la quantité q, si cette quantité doit 

être une fraction assez petite ; on aura une première 

approximation que je désignerai par q\ et dont l'exprès* 

b 
«ion sera g = — -— ,« 

En prenant un terme de plus dans le dénominateur 
de l'expression générale de q, et ne négligeant que les 
termes aff^ectés de q* et des puissances supérieures , on 
aura 

b b 1 

crz=s — ^— . • ■ . N^. F , 

ma" '-j — i-- — ia'r:*q a+—-—q 



i'^a COMPLÉMENT 

On mettra dans le dénominateur du second membre, 
i la place de <; , sa valeur q', qui résulte de la première 
approximation^ et il en résultera une seconde yaleur 

„_ h i 

^""ma"»-*^ . m—i / 

plus exacte que la première ; on pourrait continuer de 
cette manière 3 mais je me contenterai d'ajouter à ce 
qui précède , l'exemple donné par Lambert , auteur de 
la méthode» 

Soit 7» = 3 et a^ + 6 = 45873Çi^ , on trouve que îe 
plus grand cube contenu dans ce nombre est 4^499^9^ > 
cube de 367 ; on a donc a^== 4^49939^1 &= 374^49 > 
et = 357. ^^ obtient ensuite 

, b ir ^_ ^ 1 

^— 3i"ï' "^ ~37^5+7' 

» 574349 .ç.. £,5. 

3a 1071 ^^ 
, b 1 34q,53a2i © 

et par/ conséquent 

a+<7*'=357>97G4. 

Ce résultat est exact jusqu'à la quatrième décimale; 
on peut s'en assurer en faisant a = 358 , nombre trè^ 
approchant, et duquel il résulte 

. a' = 45882713, ô=-i-9o7o. 
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5a a+g' 357,9764 ' ^ ^ ' 

tfoù 

a + 9"= 357,976409, 

valeur qui s'^accorde ayec la précédente dans les quatr* 
premières décimales. 

Si , dans Veîcpression q"=z — ^j:^ X , on 

laet poiir g' sa valeur — -- : , il viendra 



.n 



aab 



d*où il suit # 



formule à laquelle Haros est parvenu sans connaître It 
travail de Lambert. Il en résulte, lorsque 771=33 et 
m =3 , les expressions suivantes : 

85. En faisant 77»=^ daift les quantités représentées 
par j4 et par B, à la page 91, elles donneront, si a sur- 
passe^, des séries convergentes, au moyen desquellei 
•n obtiendra les valeurs approchées des expressions 



17< COMPLÉMENT 

Il viendra 

Ij j^i«a^ 1.3.5.8 M 

^=a|i4-37g^ 3. G. 9.1a a* 

i.Q.5.|.ii>i4 fe^ . 1. 
+ 3.6.9. il. i5. 18 «' J' 

^"^^ I3tf""3.6.9a3+3.6.9.i2.i5û^ 



1. a. 5. 8. 11. 14. 17 6' , ^ 1 

— ^ j __ mXm etc. r * 

3.6.9.12.15. 18. ai a' j' 



et en substituant ces valeurs dans les formules du n^ 3i ; 
on aura des valeurs approchées et réelles des racines de 
réquation du troisième degré dans le cas irréductible* 

Ces séries n'étant convergentes que dans le cas où on 
a i < a , il faudra en trouver qui procèdent suivant les 

puissances de y pour le. cas de 6 > a , ce qui se fera en 

écrivant les binômes proposés, comme il suit : 

Or, 



1+0=1 



y 



pifisque — =:=— V^ — 1; de même 

=('+sf^)x-»»'=^> 

donc 



i 
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Jjes âeTeloppemens des facteurs 
se déduiront de ceux de 

en cbangeant - en ?; il ne restera plus qu'à multipliet 
les séries résultantes par les facteurs * 

(fel/i::r)«=j«(^/z::r)"» et (— j/^)«==(— i)'"(v/^)^ 

Pour obtenir (^/HI)"», lorsque m=:^ , il faut cher- 

cher la valeur de ( V^ — 1)', et l'élever ensuite à la pub- 

I 

sance p. Soit y=z ( ^Z — i)î, on, ce quirevient au même. 



j^=(— 1)*^; en élevant les deux membres à la puis- 
sance ^q j on aura. 

y^ = — 1 , ou ^«« -f- 1 = o. 

Telle est l'équation d'où dépend en général (V/ — 0*> 
mais lorsque q est impair , une^ des valeurs de cette 

compression est égale à + \/— i, ou à — v/— 1 , seloa 
que q est de la forme 4^-f-i ou 4^4*^ (40 > p^rce 
qu'en faisant, dans le premier cas^j^—rj y^— i , et dans 

l'autre yz=: — j/ — 1 , on trouve y=: j/HIT. Il suit de 

I 

là que (\/ — 1)^= — t/— I. £n eiFectuant les calculs 
pour le cas où m=|-, on trouvera 
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et on formera avec ces yaleura un second système de 
formules qui donnera les racines de Téquation du troi- 
sième degré ^ lorsque 6>>a. 

84* On a en général 

(a + ii/^" + (a — i4/:Zr)"« =î 

{•m(m — i) 6* , m(m— i)(m — a)(/n — 3) M ^ 

i,A a* 1.2.3.4 ût* 'j 

On peut obtenir pour la même expression d'autres dé-^ 
Teloppemens en séries , dont la marche soit plus rapide 
que celle de la précédente , et cela par un moyen fort 
simple. En ajoutant Téquation 

6\« 



(■ + D"= 



. mb m(m — i)i* , mCm— i)(m — a) A^ , ^ 
^ i a 1.2 a* ^ i.a»3 a^ ' * 

Qjec l'équation 

o 



(-!)■= 



mb . m(jn — 1) i* m(m— 1) (m— 2)6^ . . 

1— + — _ TT*"- V r-4-etc. » 

X a ' 1.2 tf» 1.2.5 a^ ' 

il viendra 

olT, . m(m— 1) &* , m(m— i)(m— 3)(/n--3) 6< , „,^ V 

•t si on eût retranché la seconde de la première , on 
aurait eu 



i* 



•»>->. 



\ 
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tun de ces résuïtàto nerenrermfi que les termes qui oc- 
cupent un rang impair dans le développement du bî* 
itome, et 1 autre ceux qui occupent un rang pair. Si 
«laintenant on ajoute l'expression de 

"trouvée éî-dessus, avec celle de 

déduite des séries du n» ^i, et qui serait 

il en résultera 

(, +5^)-4(.-|v^)-+(. +!)-+(.-D" 

là série du-sedond membre neconÔendra plus que les 
termes du développement du binôme, pris de quatre en 
qnatre, à partir du premier. , 

Retranchant ensuite l'expression de 

de telle de 

(.+|^/=^)■+(.^i^=^)- 

Compl. des Élém. i^Alg. la 



». 
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on trouvera 

(■+È»^)^0-i^H'+a)"-(-r= 

,/m(m-i)b* . m( m>-iX»»-g)("»-^('o-4)('»-5) y . ...\. 
"" <(."Ti~ ?+ , i.a.3.4-5.6 ^ "*" > 

le second iQenj}>re ne contient encore le& termes du dé- 
veloppement du binôme que de quatre en quatre , maia 

à partir du troisièmeu 

On tire de la première de ces équations 

(.+-t^K-^v^T=-(.+-S--(-!)- 

et de la seconde 



-^-TTT- â« + 1:^x4X6 ^ ? +***^-;- 

Lorsque l'exposant m sera ficactionnaire, les séries. ci<- 

dessus ne se termineront point ; mais si la fraction - 

a 

est fort petite, il suffira de joindre à la quantité... 
fi^ — ^j -^r^i_-j ^ un ou deux termes de la série 

qui vient après : on pourra souvent seiCointenlec d^l'unt 
ou de l'autre des valeurs 

-(■+i)"-(-=)"*^- 
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t^and /ii = f , on voît; patîb signe dés ternies qtfôiv 
néglige^ que la prenàièrë est pins grande que la vraie va- 
leur, etcrae la seconde est moindre: «on reconncAra donc 
par la diftérence des résu^ltats obtenus , le degré d*ap-» 
proiamation qu*on aura atteint. , 

Lès formules précédantes s^appIiqûerontàrezpressloB 

«n les mukipKaiit par a"*. 

ai Fon prend la différence des développemens de 

qu'on Ja dîVîse pat' V^— i , ét'qtfon y djoiite oir qu*on 
"en retranche le développement de' 

on aura^ les deiit é;plations cî*^près y^ do^ les secofldt 
membréiB rëhiei^nent lés termes qu développement du 
binôme ^ ptis 3e quatre en qtfatfe , à partir du ' second et 
du quatrièipae, ' 



1/ 



bf('+i^)^^4'^;/-H:+ m 



^^Tâ+ i.a.g.4.5 — —■?+"**'•;' 

' »a.. 

I 



l8o COMPLÉMENT 

_ /i?i(wi— (m— a) y m(m~i)., .(m^ ) b^ ^^^ \ 

85. n est facile de déduire du développement de la 
pubsance m du binôme ^ celui de la même puissance du 
polynôme quelconque a-f-i+c-f-d+e+etc. Pour 
y panrenîr d'une manière commode, je représenterai 
le développement de (a -f* ^)'" par 

a» + -^û"-'i + BaT-^b^ + Ca^^lfi + etc. 

Si maintenant on suppose que b se change, en 6+^» 
Ia binôme a 4"^ deviendra le trinôme a^b-^Cy 
et il faudra écrire dans le développement précèdent 

(i+c), ib+cY, (ft + c)^ etc., 

au lieu de 6 , A*, i^, etc. On.trouvera , par ces substi^- 
tutions , 

l+c) 1+ J (+ c^J 

résultat qu*il est facile de continuer aussi loin qu'on vou- 
dra. Soit donc Na^''^'b^^ le terme général de (a+i)'"; 
il se changera en 2Va"***'(^'4-c)"*' * ®° faisant 



«-+>/a— 
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4- etc. 

et considérant avec attention ce déyetoppement, 00 re« 
^ marquera bientôt que j^ dans chacun des termes qui le 
Gomposeiit , la somme àes e^osans des. lettres a, b, Cp 
est constamment égale km, mais qu'ils ont d^^leura» 
cbacun en p^iciilïer, toutes leë valeurs qui peuvent 
satisfaire à cette condition^ et que le terme général^ 
c*est*à-dîre delui qui ne renferme que des exposana 
indéterminés, a pour .expression . 

Je supposé eQcore que c se change en c^d , et 
qu'on ait 

en substituant ce développement au Ueu. de c^*' dana 
le résultat précédent, on trouvera que le terme général 
de (û+fc+c+d)'* sera 

Il est facile de continuer ce procédé ; et Ton voit déjà 
que iV*J"»*^»"''e"*"* étant le terme général du binôme 
{d+ e)""', celui de (û + ô -f- c + cf + "* *®r* 

il ne reste plus-, pour avoir chacun de ces termes géné- 
raux, qu'à substituer, -au ïicu des çoeflBiciens 2V, N', N^, 
I^^ etc. Ipura, valeurs*. 



» 



Puisque iV eat.le çoeiBcient du terme a"*"""^A'"';, dasu 
le développemeut de 0*+*)", 09 a 

_. m(m— i). . ./.(m — m'+i) ,^,^ 

Si on écrit au nomérateur et au dénominateur tou& 
les facteurs compris' entre 1 et n^— >m inclusivement ^ 
ta valeur de cette expression ne changera pas^ et oa. 
auira alom 



iV.:s ■ . . . - ^ ■ ! ■ - ■ ■ ■■■■ .. j . .1 b ^ 

' i . a. . . ..771 Xi .a . .» . (m — tt»^ 

On déduîr^ A^' de^e^i^h^Tag^antrn eq m' et,a^^ ^, ^\ 
û yi^n^ra, donc ; ^_ ; ' 



' 1 » 



1 . û^.^ '.••;•. .'.m^- 



N' = ^ ir = • 

en aura de même 



*L • ••• • • 



711- 



"^ i . a. ..Tn^Xi.a. ..(771" — m*^ *^ 

1^^ 1 . 1^. . • . .771 



au dénownateuFy on troiiveVa 



*_ 



< ' 



:JÎU 



j .a. .(in-m')X i .a, •<m-n»)Xl.iJv(ip*'->nT)Xi.a,.(nir-TO"')i .a. .»^?^ 



m — 771 == pt 
771. — ^ m- =r ^- 



Spîtf^t* W«P.i^b^gSR^ <K -T /ÎJ"^'» Cr. 






DES ÉLÉMENT D^LGÉBRE. »S5 

en ajoutant ces équations , il viendra 

m 

tt Ton aum 
1.3 * * . . . a . . . ^ . . » m ^* . 

pour le tepàie gën^r^I de (û+i'+^+^+^)*« delà 
â est facile de déduire celui de k puissance m d'un 
polynôme quelôonqtie* 

Avèe^le terme gétiérat, on formera le déVeîoppèhiéiit 
cherché, en observant i}u*îl doit contenîf toutes le» 
puissances^ depuis o jusqu'à m inclusi'vement de cha-- 
eune des lettres Cy b, c, dy e, etc. , et que la somme des 
exposans dans quelque terme que ce soit, doit toujours 
être égale à m. Quant au coefficient numérique , la for-^ 
mule précédente fait voir comsient cm le ^^uit des, 
exposans du terme qu'il affecte. 

Four donner un exemple , je prendrai 

(û + 4 + c + d)^ 

' En ordonnant le développement de cette puîss^ce^par 
rapport à une méln^ lettre, je suppose que ce soit a, 
on n'aura plus qu'à chercher toixs lés termes qui doivent 
contflmrchaqiie ptiis^eédè d; hr manière dont je 
vais former cexxx, qui sont affectés de a^ fera voir eoni- 
inent il faudrait s'y prendre pour toute autre pui^^ftmie* 
J'écrirai 

a*b\ a^(?,^ a^^. 

^i^bcd, 

a^hd% .' ' 

Je ne m^arrêterai pas à former les côefilciens , parce 
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qvLÏl ny a anoune diificulté à cet cgard , en se cappe-a 
lant que toute lettre qui ne porte pas d'exposaot est 
censée es avoir un ég^ à 1* unité. 

Si m n'était pas unnoçibre entier positif la condition 
exprimée par réquationp+^-f +*^^4"« ••=''1 pourrait 
paraître difficiie-à remplir; mais oh évitera cetineonvér- 
nient> en donnant au polynôme (a+ft+c-H^-e-f-etc.)'"*^ 
la forme d'un binôme (a-f*^)*» dans le développement 
duquel on substituera. > a<i lieu des puissances de ao, qui 
feront nécessairement positiveii et entières , celles du. 
polynôme b+c+d+e-^tc. On trouvera de cettema-^ 
çière le tej^ç général exprimé p^r 

m(7it— 1) . . . (m*— n + i)« 

,"t ! — ! — r— b/ic^d'^ =a 

!.«...(/ X*i. a. .. rX 1.3.. ..5 X i^a,..t 

i.a...^X i.2....rX i.a...JX 1.2...^ 

tous la condition ç-f-r-4"^'4'^=.'>* ®^ '^ étant suc.% 
çessiyement é^al- à i^ à,'d, etc. 

86. Oh peut fake usagç des fpi^mi^es pi^éçédentes. 
' T^xit 'diyelopperj^rexpressîon 

(a 4? A^ -b ca:r* -+• dir^ •+• ^ + .. . . .)*»; 
il suffit pour ^a de changer respectivement b , c^ 
.^, e, etc.. en bx, ça^, da^, ^x^, etc. dans le cjé^. 
yeloppement de . 

(a + M-|^ c +. <f +■ c .. .. ^ . .. .3''» 

fin se bornant aux lettres écrites >çr*dessuSj le.pirodurfr 

çPhiç'éé devient oï^ft^ç'rf'e'a:^*'*^^^''; 

quant au coefficient qui Iç p^éçèdn^ il demeure \^ 
(D^êçaç ^u auparavant. 



s ^' 



X^>4 
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Si on TOùIait former immédiatement tous tes ternies 
^tEettês delà même puissance xï^ il est visible quil 
faudrait choisir les valeurs de 9, r^ j, <, dç manière 
qu'elles satisfissent à l'équation. 

9 4" ^'^ + 3^ + 4* = »• 

Lps procédés c(uî font trouver car ordre ces diverse» 
valeurs, sont Tobjet de V Analyse combinatoire des. 
géomètres allemands , sur laquelle on peut consulter 
les Élémens d^ Arithmétique universelle, par M. Kramp, 

87. Des considérations analogues à, c^Ies du n* 80 , 
font obtenir bien simplement les relations des teiinea 
consécutifs du même développement. Si l'on pose 

ia+bjC'^3ç^+dx^+...)^f':=:A+BjçJi'Cx*+Dj^+etc., 

. -^9 *> C> D, etc. étant des coefilciens indéterniînés, ce 
qui donne aussi * 

(a'i^by+<y^+dy^+...)^'^A>+By+Cy''+Df +etc^-, 
et faisant, pour abréger, 

a + bx + ex* 4- dj?:-\. ,,.. r=z u, ' 

on trouvera 

^""—^ _ ^(^— J^) 4- ^C^--:y^)+ Djf'^'i + etc. 
u—v K^-3^)-hc(x>-^»)+^(a:^— /) + etc.* 

Les deux termes de la fraction du second- membre de 
çette^ éqiiation sont divisibles par a?-rjrj en eflfectuant 
\^ division, on trouvera 

B+C{x +iy) + D (37* -t^ jry A^s^\ 4- etc. 
* + c (^4-JK) + cî (ar*4^ xy +y) -f- etc/ 

Sî. on fi^t ^^=J' ,*on aura en même temps u:=zv\ le 



«• 
» 
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r 



développement se réduira», dans cette hypo?* 

tkèse^ à mu"*"*, quelle que soit m , ainsi qn*on le con- 
clurait facilement du n^ 80^ et Féquation précédent»- 
deviendra 



-T^^ T^'^^'J i+acx+3rfx*+etc. 



mais 



A+Bx + Ç3? H- Px^ 4- etc. 
a 4- *a; 4- ^^ + àx^ + Çtc 

I 

par l'hypothèse : on aura donc 

' a + ix + cx*+ c^or' -f-eïcT i+acx + Sdx^-^. .•• . * 

et chassant les dénominateun >, 

m(^+5a74-<:a:»+Da;3^^^4^e^c0(M-2ca>^3dx*+4ex34-etc*) 
=(^+2 Cr +3Dx*+4^x3+etc.)Ca+Ax+cx*+dx3+ea:*+eto.) : 

faisant les piultîpIicâtîon& indiquées > il viendra 



mbA+ mbB 






\ — -^meA 



or* 4. TnbE\x^+ etc, 
-fSmdC 



+3&C +3&Q 4*4^£' 

+ dJ^ +adC 

I + ^^ 

£n comparant lè» coefficiens des mêmbs puissances de x^, 



\ +bB 

l 



^ ' 
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on trouvera a 

La loi 4e çea valpuïi es^ fepife à «aîw : tous le» eoefr 
gclejas jP, a e, ^tc. «eïppt déti^rwiné^ lcari<îue u^ aerà 
Gonnn ; maïs on voit qu'il exprime la val^nv du déiièk^ 
pement lorsque a:=o, et dans ce cas, la fonction prcH 
posée (a4-tx4^:^dx3+. *..)** se réduit à a*» : où à 
donc A^=to^^ -W 

En calculant d*après cette valeur, celle des lettre» 
JÇ, C, Z>, etc, jj on trouvera fi^çileiïpent que la pniaeanoe m 
du poljnome û:+Aa>|-f'^*+^''+^^Ç' * P^'^^ escpres^iosji 

i '^ '. il • »^ • '^ f ^ * i.fl.3 






nf,fC^ç 






iti(m— ^î) „_a 



ici 



1 . 1 



mûT-'d) 



»(m-i )(m-r5)(m-3) 



1 . a . 3 . 4 

m(m-i) 






m— a 



a 



hd 



1 • a 



m— r, 



ma' ~'4 



+ 
4- 






ji. a . 3 . i 

;,! . f.a 



1 . 1 
1 • 1 



a 



&6 
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Moîyre^ qui donna le premier la formule précédente , 
fit aussi remarquer la loi suirant laquelle on peut former 
chacun .des termes qu'elle contient ; mais comme je 
ii*aurai pas occasion de Templpyer fréquemment , je 
ne m'arrêterai pas d'avantage sur ce sujet. J'ob- 
seWeraî seulement qu'il n'existe point de fonctions 
algébriques qu'on ne puisse développer par ce qui 
précède ; car les plus générales ne sauraient être que 
des combinaisons de monômes ou de polynômes élevés 
à- ée§ puissances positives ou négativeâ^ entières od 
fractionnaires. 



» - » 



De la sommation d&s séries dont le ternie^ général est 
une fonction rationnelle et entifke du nombre de 
leurs termes^ 

88. Xaî donné dans le n^ aag des Élémens la somma 
des termes d'une progression par différences^ 

M, bf Cy • • • n. ky l'y 

dont la différence était l, et le nombre des termes n \ 
je suppose maintenant qu'on élève cHacun des termes 
de cette série à une même puissance y et je vais con-^ 
sidérer la série 

• f*y '*^i ^'y •.•.*rt^t. 

- On forme d'abord le développem^at tie.ces quantités, 
en élevant' i la puissance m chaque metnbre dé& 
équations 

' et on a, ' . . 

i« =;: a~ + ~ a^'^+ mCm---i) ^«-./..^etc.^- 



c" '==: i" + - 6-'J^+ îîî(î!L-0 i«-.^.+ etc.* 



1 .2* 
m ; 



\ 
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^m _ ^m I c"""'J'-4 ^: =^ c"-'^*+ etc. , 

/« = fe« + ^ A«-'^+ îî^~i^ A— ^' + etc. 

En ajoutant respectivement' eiitr^euit les pr.emiei^s etlel 
-seconds membres de ces équations , effaçant les termes 
communs aux deux sommes , et transposant a^ dans la 
première , il viendra 

1 ti a « o 
-f- etc. 
, posant alors 

a + i + c.. • . » •. • + fi-f-/t=iÇ,, 



on aura 

a 4^ ft 4. c . • • . • . . + ^ 5= 5i — /, 

a"-f- fe"»+ c* 4- A™=: ^„— . /«; 

et d'après cette notation^ Féquâtio^ ^1) se changera en 

+ ^ ^ J\ - — -i^(Sm^^I^^ + etc (a). 



1 



Tâ73 



Ce résultat^ exprimant une relation entre les diverses 
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iommes 5i, 5», . . . . .Sm^x, fera coonaitre la der* 
nière lorsque les antres seront donriées. 

Supposoxis d*abord m = i ^ il viendra. 

or .9^=:a»+i^-fc* +A» + ^=;»t 

on auta done ' , 

ou bien / 

ainsi quon Ta* obteim o? âaS des Èléméns^ 
Faisant ensuite m = a , on aura 

tt ei mettant — j— pour S, — ^, on trciuTâ'a 

/•—a»=a.^(5.— /) + />(/— a), 
d'où 

6, =s ^ = ^. _ . 

«t comme Z — - a -f- ^ = ^^> on obtiëndi* ' 

de même que dans le n^ 2229 ^^^ Éïémehs„ 
* La supposition de ni = 3 donnera 

aubstibiant dan» éëtte'êc^tiàtioa pour So-'^lP'ét S g — /> 
les valeurs trouvées dinlessus, elle deviendra' 
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et donnera 

^^2 — — — i»»— ■ -*-— ^ 1 1 II ^« ■ Il , * 

Si" 

n est facile , en continuant ainsi , de parvenir aux 
valeurs de 53, S^, etc. 

89. Thomas Simpson a donné aussi un moyen très 
simple pour obtenir immédiatement la somme des puis* 
sances semblables des termes de la progression par diffé* 
reaces, et^i revient à peu près à ce qui suit* 

Laaommedes premières puissances étant >S,= :^ ■ i 

devient- 7t*-f" ^> lorsqu'on met pour / sa va-^ 

leur a + (7i—i)^; l'analogie porte à conclure da là 
que la somn;ie des puissances du degré m peut être^ 
exppmée par 

urfn"»+* 4- BnT + Cn'^' ..... +ilff» , 

les lettres ji^ B, C^ » ^ . ^ M, désignant des quantités in- 
dépendantes de n; on aura donc, dans cette hypothèse , 

jinr^' + Enr" + CjV^^. + Mn = 

a«4.(a+^'»+(a+2^)"' +Ca+(»— O^?*. 

Mais si l'on augmente la progression pifoposée du, terme 
a-^r^^ consécutif ^ a + (n — i)^, h nombre des 
termes deviendra alors n+ 1 ; et substituant ce dernier 
au lieu de n, dans le premier membre de l'équation çi-r 
dessus, on trouvera 

retranchant de cette dernière équation celle qui pré- 
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cède, fl viendra ^ ' « ; \ 

* + Af=(a4-n'^)'". 

En développant les deux membres dé ce résultat , et en 
les ordonnant par rapport i n ^ il prendra la forme 

^^ i ^ i . a ' 



m — 1 



-f .^ C/i^-^+etc* 

* 1 ' 1 . a 

Égalant entr'cux les coefficîens des termes sen^lables 
de chaque men^i:^> on aura 

1 . a ' i 1 

i.a,3 ^i.a"^i i.a 

1 . 3.3.4 7" i.a.5 ^ i,a i 

;n(m-^i)(m-~a ) , ' 

- — TTITS^ """^ ' • 

etc. ; 

d'où on tirera 

. . <>^ . 
^=- — r — , 






€■ / 






etc. 

Si dans ces formules on fait successivement ttj == i ; 
m = 2, m = 3, etc. , que Ton substitue dans l'expression 
jin^^^^+Bn^'^tc, , les valeurs qu'elles donneront pour 

les coef&ciens A, B^Cy , et que Ton désigne comme 

ci-dessus ^ par S^ la sonmie des premières puissances , 
S% celles des secondes , Sz celles des troisièmes..... y on 
trouvera 

^ P .^ îkai-^^P - , 6a»<^— eaJ^»+l^3 . , at^^Za^i^ai^ 
4 * a 4 'a 

90. Je né pousserai pas plus loin ces valeurs ^ mais 
)*en ferai Tapplication à la progression formée par la 
suite naturelle des nombres 

• y a^ Oj • • • • /•• 
• Dans cette progression , 

a=i, J^=i, i=n, t 

» 

•t par conséquent 

c n 

So = n =3 - 

1 

û a ' 

CompLdes Élém. d'Jlg. - i3 
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5,= 
etc. 
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4 ~ 4 • 



91. Au moyen de ces formules, on peut trouver la 
somme de toutes les progressions dont le terme général 
est exprimé par des puissances entières et positives 
de n, • 

. En effet ^ si le terme général d'une série était anf, la 
quantité a ne cbang^aiit point, il est évident que la 
sonune de dette série , dont chaque terme se tire de l'ex- 
pression an'', en faisant succes8iTement'n=i y n=Q, etc., 
serait 

= {iP^qp+Zp+4p -i-n^a^i aSp. 

n suit de là que la somme de la série dont le terme 
général est an^ -+• buf, a pour expression aSp + bS^ ; 
car chacun des termes de cette série est la somme des 
termes qui sp correspondent dans les séries dérivées de 
anP et de bnff. 

Enfin le terme général étant anJ* + bn*^ — ^^% la 
somme sera aSp + bS^ — cSr, puistjue chaque terme de 
cette deroière suite est -égal à la différence entre les 
deux termes qui se correspondent dans la série dérirée 
de anP + bn'^, et dans celle que donne c/i' j et il est 
évident qu'on doit obtenir le même résultat en faisant 
la soustraction terme à terme , ou en prenant la différence 
des deux sommes respectives. 

9a. Soient pour exemple les suites 

\ ^ f^i O, 4> * • • • "!* 



r 
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1,0, b,io,.... — -— — , 

1 • 2 

1,4,10,20, ..•. TTO ' 

etc 

qui contiennent ]es coefEciens des termes du- dévelop- 
pement des puissances négatives du binôme , et dont 
les termes généraux sont le» coefficiens relatifs à la puis- 
sance — «• 

La première est la progression par différences, dont le 
terme général =71, et est égale par conséquent à 

^4-» ?i(»-f" i) 

La seconde, dont le terme général est 

nju'^ i) "^+^ 

i.d a • 

peut être considérée comme la moitié de la somme 
des suites 

1+4 + 9+16 + n*, 

i + a + 3 + 4.....+ H. 

Là somme de Tune étant 5»= — ^ -, et celle de 

b 

l'autre Sx zsz , on aura 

^ 5, + S, _ n^-^Zn^ + an ^ ^(n+ i)(n + a) 
a 6 i.a.3 

La troisième suitjç proposée, ay.aat pour terme général 

nCu'+'iXn+si) n^+Sa^ + an ' j/ 

•»i — ï — ^^^ ■■^ = — J — ^ ■ .. , peut se decompo- 

i.%3 • \ 6 . \' ' \ < 

i3.. 
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fier en trois autres > dont les termes généraux seront 

71^ 5n* an ^ ., ^ . , , 
respectivement "F > "3" » "g"î ®^ ** ^^ ^^^é de voir qus 

S 

les sommes de ces suites auront pour expressions ^ ^ 

o 

5ÇÇ qÇ ... 

-g-?, ~ j et que par conséquent celle de la suite 
proposée sera « 

6 ■" 24 ~ i.a.3.4 

Les suites que je viens de sommer font partie de 
celles qui sont comprises sous ladénomination de nombres 
JiguréSf à\;ause de leur rapport avec certaines figures 
de géométrie. On voit que la somme de chacune est 
la même chose que le terme général de la suivante; 
en sorte que la seconde est formée des sommes pat* 
tielles de la première , la troisième l*est de celles de la 
seconde ^ et ainsi des autres (*), 



{*) La première suite de cet article est celle des nombres naturels ; 
la deuxième, celle des nombres triangulaires ; la troisième, celle 
dei nombres pyramidaux, . . 

La somme de deux teitiies consëcatifs de la s^rie des nombres 

, . . , in — \)n , n(ii4-T) 
tnanguhires est toujours uo^arre; car ^ •- + -i i-= n», 

^ Le terme gëndral de cette sërie exprime aussi la somme de la 
suite naturelle des nombres, dcp«is 1 jusqu'à n (91}^ et éfant élev^ 
an quarré, il donne la sbmme S^ de leurs cubes. 

En prenant, au lien de la suite naturelle des non^bces, d'abord 
la progression par différences I 

commençant encore pat Tonitë, mais dont là raison est 3, I«s 
sommes partielles formeront la suite '' - 

1,4» 99t6;«**- an nombres if uarrés on tguadr^ngulairés j 



/ 
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" - • * 

h > ' " • - - 

Des. séries récurrentes. 

t ... . • . , 

• . . ■ t 

93. On a TU (^ÈlémenSy fl35) la progression par 
Retiens , 

a -f* ^9 "t* û^* + <3^9^ + etc. , , 

judtre du développement de la fraction —: ; ceci»col^ 

dùit naturellement à examiner les séries qui peuvent 
résulter du développement d'une fraction quelconque*. 

Supposons d'abord qu'on ait la fraction -7-7-77-; pour 

i^^— I I — — ^—^^^i— — M^^— ^ ■ Il 11 I I^MMIUlMi» 

prenant ensnUe Ja progression > 

dont la raison est 3, ^ sommes partielles formeront .la.saite 

1,5)13,33, ... . des nombres pentagonaux ; 

et en continuant ainsi, oh obtiendra lës'no/Tf&re^ ytfflygorèeSy qui 
sont, comme on le Toit, «les sommes d^nne progression par diffé- 
rences, ayant pour premier terme Tunité ,.<xt ppqr raison le nombre 
des côtes du polygo~ne cfiminnë de! deui~tinUes^ 
Si on désigne ce nombrê par c , -et qu'on fasse 






a=si, /^ssrc — a, /=s x + (n— i)(<î — a) 

•" .•' • ' 

daitf la Talenr de 4^1 dn n<* 88, on trouvera 

-' ^, =Ca4-(«-i)fc?-a)] ''-^n^'^çSip^^) 

yxKt le terme -général des nombres' pofygônë^;' - 

Quant à leur mterpréta^on géométrique , on peut consulter la 
note de l'article 4^3 d» premier \6làme de VAlghbre d*£^uler*^ 
on l'article FiGvaé, dans le Dictionnaire de Mathém* de VEhcy- 
clopédM méthodique (tom* U, mge ao)«^ . ^ T 
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la développer, on peut se servir de la formule du binôme , 
puisque ^ y = a{(i + 6' J)"^S ou bien encore 
«apposer que 

CL ""J" O Je 

les lettres A, B, C, etc. désignant des coefficiens indé- 
terminés; En multipliant les deux membres par a'-{*Vxp 
et passant tous les termes dans un seul , on, aura 



afA + a'B 



X + a'0^+ a'D 
^r VB[ + VC 



X? + etc. 
+ etc 



:}=" 



cette équation dévanl' avoir lieu, quelque valeur qu'on 
donne à x, il faudra égaler séparànentà iséro les coeffif 
ciens de chaque puissance de x , ce qui donnera 

uA — a = o, i 1^=: -7: 

J \ ■ .CL 

m \ y 

a'Z> 4- *'C =0,1 \d=z — -,C, 

. -- i 1 f ■ ^ . t *• 



etc. I t etc. 



# 



et on voit que-chaque coefficient de «x^ de la suite 
A + ÉX'\' Cû^ -^Dà? + etc. est forme , dans le cas 
actuel, de celui qjoi le précède^ multiplié. par.k qu&Rtit4 

M ^ , OU que Goaque terme est le produit de celui qui 



Vx 
le précède par— r^. 



^ < 
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Soit encore 

en opérant sur cette fraction comme sâr la précédëntei 
il viendra 



'nU3 



aJ+a'Blx +a!C\x^+a!D 

—a+b'Al +b'B\ +b'C 

—b \ +c'^l +c'B 

et on aura par conséquent 



x^+etc. 
+etc 
-fetc 




izA^'^'^a =: O, \ \A aiz — -.-■ 

a 

a'BJ^VA—b =^ o, r \B ^ —~, 

' a 
a'D+b'C+ c'E = o, V 1/7 = ^'^—^'^ 



a' * 



etc. ; ! ( etc. 



Ici chaque coefficient, à partir du troisième , est déter- 
miné par les deux qui le précèdent , tnultipliés tespecti- 

vement par les quantités — --,-i.--, ^e^t par conséquent 

chaque terme de U aérie se forme des deux précédens, 

multipUes respectivement par — • — ;- l. 

Enfin soit, pour dernier eateîiiple , 

I 

on trouvera, dans ce cas, que le coefficient d^une puis- 
sance quelccMique de x dépendra des trois qui lepréeèdent, 



\ 
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multiplié» respectivemttitparles quantités — --^ .— ^^ 

y 

*— -7 ^ et qu'un terme quelconque de la suite sera formé 

par les trois précédens , multipliés respectivement par 

S!x^ da^ Vx 
a a a 

Il est facile de conclure des exemples ci - dessus » 
^*une fraction rationnelle de la forme 

a + bx^c x^ +pjc*"'"* 

a' + b'x + cV + p'x"^' + ç'x* 

engendrera une suite dans laquelle le coefficient d*uQ 
terme quelconque dépendra d'autant de coefficiens pré^ 
cédens qu'il y «a d'ui|ités dans le plus haut exposant du 
dénominateur. Il faut cependant observer que cette loi 
ne commence qu après 1^ nombre de termes égal à cet 
exposant. 

Les termes précédons peuyent présenter des lois très- 
diverses ; et l'on se tromperait grossièrement si on appli- 
quait à toute la série, ces lois, particulières à ses premiers 
termes. Par exemple ^ si on développe la fraction 

1 -f 3a? + 7Jg*. + iSj? 

on formera la série 

1 + ax + 4x*+ 8a;3_ i5^ ^ -çS^ ax« -f- 4a:' + etc. , 

dont les'qiiatre premiers termes annoncent une pro- 
gression par quotiens ayant qx pour raison. 

Cette remarque est importante, parce qu'elle fait 
bien voir consent la simple induction, tirée de l'ins- 
pection d'un certain nombre de termes , diffère du rai- 
sonnement par lequel on conclut d'une, suite d'équa- 
tions dont la forme régulière résulte de la marche dii. 
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«alcul> la valeur d'un terme général qu'on ne saurait 
atteindre. (Foyez Tobseivation du n* 80, p. 167.) 

Les quantités — -^7, . . . .— -7^ "" "7 j — -7* P^t 

lesquelles il faut multiplier les coefiiciens des termesqui , 
précèdent celui qu'on cherche, portent conjointement. 
le nom à* échelle de relation; et la relation constante qui 
exbte toujours entre un même nombre de termes consé- 
cutifs de ces séries, les a fait appeler séries récurrentes* 
' L'équation qui termine la page 8 et qui donne 

fait voir qup la somme des puissances (tw+ti)*''"" des, 

racines d'une équation quelconque forme une série ré-* 

currente dont l'échelle de relation — P,. . .— T*, — ï^* 

se compose des coefEciens de cette équation (*). 
" — ^^^ — 

(*) Il est à propos de remarçaer que Je rapport de deux tcrmet 
consécntifs de cette s^rie, savoir, 

poQTant écre mis sous la forme 



^r+i ^r+i /r+i 
«' «' «*^ 

approche d'hautain plus' d'être égal k a, que cette quantités est 
plus grande par rapport à )g, >,/,..., et que Pexpotant r est 
plus fort {Elém. ia6). 

Si dbnc «t était la plus grande racine de l'équatioii proposée, et ^ 
que tontes les autres -fussent réelles, on en trouverait des valeurs 
de plus en plus approchées, en formant la suite indiquée ci-dessus. 
Mais ce procédé , sajet d'ailleurs à quelques exceptions , étant moina^ 
commode que celui du n* ai5 des Élém* (TAlg, , je ne m'y ar- 
rêterai pas. (\oy. le Traité de la Rétolution des Équations 
numériques, par Lagrange, note VL) . 

En opérant de même uir les sommes des puissances négatives^ on 
trouvera la plus petite racine au lieu di là plus grande. 
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Une progression par diiTérences est aussi une suite 
récurrente ; car en écrivant > à la place de la lettre /(88); 
la différence de deux termes consécutifs , on aura 

c=i+i — at:zab — a , d=c-f-^>-^=flc*— A , etc. , 

ce qui fait voir que l'échelle de relation a deux termes , 
a et —1. 

'g4* On peut se proposer pour ces séries^comme pour 
les progressions, les deux questions suiyautes : i^. Dé^ 
terminer r expression dun tetme çue/ron^uei iniépen-^ 
damment de ceux qui le précèdent , ou le terme général. 
a^. Trouver la somme d'un nombre quelconque de termes 
de ces suites » La deuxième question est la plus facile à 
résoudre ; aussi commencerai-f e par celle-là. 

Soit A-\-B+C + D ^H+I+K + L 

une série récurrente dont chaque terme ne dépende 
que des trob qui le précèdent ; cet exemple suffira pour 
montrer comment le procédé s'appliquerait à tout autre» 
La nature de .k téne proposée fournira les équations 
suivantes : ~~ . 

pA + qB + rC + sD ^=1 o, 

pB -f qC + rD + sE = o, 

pC + qD + rE + sF =:^ o, 

^pD +'qE + rF + sG=z o, 



pB + qj + rK + sL =: o. 

En prenant la somme de ces équations , il viendra 

. +r(_C+D...^+K)+tiD +!.)/ 

et si on désigne -par /la somme de tous les tenues de la 
série proposée, on aura 

+r(/— ^-JB— Z.) + sW^A—B—C)) ~ * 
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d*oà on titfefa*...>:... ..l /== 

Oti Toit pat conséquent que la somme demandée ne 
dépendra quer des troii premiers termes et des troia 
derniers. ... 

96. La inèmé méthode , due à Thomas Simpson , fait 
connaître aussi- la fraction d*ôù la-série proposée* tire 
son origine. Il faut pour cela considérer cette série 
comme infinie^ c'est-à-dire faire abstract;ion..de6 der* 
niers termes. Dans cette hypothèse , le nombre des 
équatibns • - ' 

pA + gB + rC -4- ^ = o, 
f ,pB -f- qC + rD ^ sE = 6, 
• pC + qD ^rE+ sF z=z o, 
r- pD .-^^E >^ rF -^ ^G' tas à', •• " 

etc. 



« / •.» 



cJcYient illimité", enjpa, ajoutât eas^iuble on a 

cte qui donnera 

si on représente par /la somme de tous les termes de 
. la série continuée à i'infiiii, ou, ce qui revient aù'mi^ine, 
la Ëractioix qui Ta produite p&j^'son dételoppement. De 
cette équation^ opotire . .: \ ^ j 

^^cSf/p^-ÀÀo^l^, la série'-' ^ "' ' 

1 + 2X +8x* + a8x' + ioox*+ etc. , 



^« 



■•**■< 9»^ 



. * t • K \ m -aV^i 
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dam laqaelle chaque terme f st fotpxé Ats deux précé^ 
dens , multipliés respectWement par ax* et par 5x , 
comme on peut s^en assurer en remarquant que 

ar*==iXax»+aa;X3x,a8x»==:îixXaâ?»4.8afX3jc,etc.; 

en aura 

j4=xi, B = i^x, C=8x*, D = a8x', etc., 

Dz=iax^B+SxC\ ou I — -ax*:©— 3xC+Z>=o, 
etc. J letc. 

te ^i donne 

ppr — Q3^, 9= — 3x, r=i, j=:o; 

•^ -^ — _ax»— 3x+x ~ ax»+3x— 1 ^. , 

et 8t on déyelc^pe en eSjrt cette fraction^ on retombera 
sur la série proposée. 

96. On peut aussi tirer du n® gS, indépendamment 
de 1^ considévàtioQ de Tinfini, TexprÊssion de la 
fmdSon génératrice d'une série récurrente. Dans c». 
numéro ^ l'équation . . > 

ayant conduit aux suivantes^ 

a'^+6'^— 6=0, 



1 .-» r 






si on substitue dans la fraction , îij^VjLa * *** ^" 

• , Û "^*' X^"C? X 

leurs de a et de & données par;.cçji^!^q^^^:> ^ 
obtiendra 
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h' c' 

et si on fait -7 =0', -7 = 0', on aura 

Ici la fraction génératrice ne contient plus que les coef*» 
ficiens des deux premiers termes de la série proposée, 
et les deux termes de l'échelle de relation des coefE'^ 
çiens de cette série , pour lesquels on a 

. p'ji + (fB + C ^ o, 
p'B + q'C + D=: o, 
etc. 

Dans l'exemple du numéro précédent » 

ji =z 1, B =2 a, 

p' = -a, 9' = — 5, 

tt par conséquent 

ji + (B-\-q'A) x_ i~jg • 

1 -{-q'x+p^x^ 1— 3a? — a*** 

comme ci-dessus. 

Si on fait 9' = — a , p' = 1 , on trouvera 

A + \B— 2j)x ;__ A + (g -^ ^A)x 
1 — aa: + x"* (1 ~xy 

{>our la fraction génératrice* d'une progression par dif-' 
férence quelconque. (96) considérée comme infinie | les* 
coefficiens A et B se déterminant par les deux pre- 
miers termes de cette progression. 

On construirait de mém?e defà formules pour re-« 
trouyer la fraction gé;:iératrice des séries récurrentes r 
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dont l'éclielle de relation contiendrait un pins grand 

nombre de- tennea. 

Ceqai précède suppose que la série proposée soit 
ordonnée suivant les puissances d*une même quantité x ; 
si Ton avait la série purement namérique 

I 4-a + 8 + a8+ loo + etc, , 

il faudrait prendre i sa plate la suivante , 

1 + flx +.8a* -4^ ùRj? -f- loDx* + etc. , 

qni rentre dans la série proposée, lorsqu'on fait â:=i« 

£n rapprochant ceci de Texpression de iSm-H^ (S^) i 
on trouvera facilement la fraction dont elle dérive. 

97. Je passe maintenant à la seconde question ,- 
qui a pour objet .la recherche du terme général (94)- 
Pour donner une i^ée de la manière dont elle peut se ré- 
soudre y examinons quelques-unes des. sériés récurrentes 
les plus simples. La première est celle qui tire son ori^ne 

de la fraction , , ^, , et qui revient â une progression 

¥x 
par quotiens dont la raison serait— — r» Ç* 1© pre- 
mier terme -7; il eét facile de voir, d'après cela 

iÉlém, aSj) , que le terme général , celui dont le rang 
est marqué par n , doit être 

^e signe supérieur ayant lieu lorsque ii*— i sera pair, 
et le signe inférieur dans le cas contraire. 
On donnera â ce résultat une fbrme plus simple, en 

feisant.p^ = «r, t7=/; la fraction proposée > la sé- 

rte qui en dérite et le tetme général de cette sérîo' 
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-deviendront alors ^ 



98. Vient ensuite la série qui résulte du déyelop* 

pement de la fraction -7-777 — r"7-i> fraction qu'on 
^ a -+-0 x-f-c or * 

â , b 

'jj + 'yoc 

c c 

peut écrire comme il suit , -7 7? —; faisant, pour 

-y -f- --yx-^-ar 
c c 

abréger, -7= «, -7=/3, -7=«, -?=/8', elle sechan- 
c c c c 

géra en -tj—s — . Si p et </ désignent les deux 

racines de î*équatîon du second degré x*+^'^+« =0 » 
la quantité x^+zS^x-f-» sera le produit des deux fac- 
teurs x—p et X— 7; on aura donc 

m + fix « + /< x 

n est naturel de penser qu'une fraction dont le déno* 
minateur est composé de g|^sieurs facteurs simples, 
peut résulter de la réduction au même dénominateur, et 
de Faddition des fractions ayant ces facteurs simples 
'pour dénominateurs ; et c'est ce qui se voit de la ma- 
nière suivante. On suppose 

^+fix ^ P ^ 

■ (P— •yXfl — *) p — x^7_a;' 

P et Q étant des quantités indéterminées et indépen- 
dantes d» X ; en réduisant au même dénominateur les 
deux fractions du second membre, on trouve 
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ceqaipeut avoir lieu > quel que soit x, si àtsiPqJ^Ô/f 
et /8= — .(P+Q) V €t pour remplir ces conditions , il 
suffit de déterminer j. par les équations ci-dessui^ les 
quantités P et Ç : on trouvera 

p — q ' "< p^q^ 
Au moyen de ces valeurs ^ on aura 

M + fiX ^ P . (? . 

et comme chaque fraction du second membre peut se 
développer dans une série ordonnée suivant les puLisances 
de X I il s'ensuit que la somme des termes qui se cor-* 
tespondent dans ' ces séries , sera égale au terme qui 
occuperait le même rang dans la série résultante du 
premier membre; le terme général de cette dernière 
s'obtiendra donc en ajoutant ceux des deux premières , 

qui, d'après ce qui précède, seront — ~— , ^ ■ Il 

r H 

suit encore de là que la série résultante de deux pro- 
gressions par quotiens, ajoutées terme à terme, est ré- 
currente. ^ 

99. Dans le cas où on aurait p=^q, c'est-à-dire où. 
les deux facteurs du dénominateur seraient égaux entre 

eux , on ne saurait décomposer la fraction t- , T . ^ 

P o 

en deux autres de la forme , — ^^ , car on 

P'^x p — X 

trouverait • 

P=:_îi±£f o = i±£f.- 

o ' ^ o ' 

•t 00. voit que cela doit être ainsi, parce que les deux 



4 t 
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PO 

fractions — , ^ -, 3'ajoutant immédiatement, ne 
p— op p— X 

peuvent donner qu*tm résaltat semblable à chacune , 

et noo pas semblable à la fraction proposée : il faut 

donc alors tenter une autre décomposition. On voit 

d* abord que la fraction . ~n^ équivaut aux deux sui- 



A HOC 

vantes, y^ — — , ^^ ^^^ y et que la dernière, en s'écri- 



vaut ainù , X, , revient i 



X — p a?--;/> 

X — p \ X -— p/ 



p \ a; ~p 
puisque 

X , p 

X — p X— p 

on tire de là 



».i. 



»+fix • fi , P^ — , 

(X— p)»^ (-r— p)* ■*"*-/» ■•■ (^— P)*"* 



P)' 

»+fiP _ fi . 
(p— J^)' p— X* 



Nous voilà ^onc parvenus à substituer à la fraction pro- 
posée deux autres fractions dont les numérateurs sont 
indépendans de'x. Le développeqient de la première est 

«érie dont le terme général est évidemment 

(m + fip) nx^-' ' 



a «n— 4 > 



P P 

et celui de^ la seconde fraction étant exprimé par 
CompL des Élém, d'Aigu 1^ 
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,«— « 



i^ — , Û en résultera 

P* Jp-* 



.0 



pour le terme général de la série donnée par la fraction 

ICO. n me reste encore un cas à examiner, celui 
où les racines .-de-J'équation x'-f- fi^x +« =; o sont 
imaginaires. Les £acteurs a>^ et x— ^ devenant ima« 

paires , le terme général « ^ ■ + > ; ■ - se trouve 

compliqué d'imaginaires » mais qui ne sont qu'appa- 
rentes^ et se détruisent mutuellement^ lorsqu'on réduit 

les quantités — - — , "^T"^* *^ même dénominateur, 

et qu'on développe les puissances indiquées. En effet ^ 
si on met pour P et Ç les valeurs trouvas précédem-» 
ment^ qu'on rassemjsle les termes multiplies par fi et 
ceux qui le sont par « « on aura 



pty quand p et f sdnt imâgifl^iree , ils peuvent être re^ 
présentés par . ^ 

a+by^ — i et a^^b^^^i , 

ce qui donne 



i 
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et les quantités ' 

p»— (7» = (a .4- A V^^)\ — (a— i V^-^?, 

deviennentalors delà forme «5 y — 1 et 25^ V^— 1 (41 ); 
substituant ces esrpressions dans la formule ci^d^sifs, 
elle a^ changera en 

résultat réeL : . 



101. C^est en (décomposant ainsi la fraction génératrice 
en d'autres fractions plus simples^ qu'ôii jpeut arriver au 
terme général de la série récurrente qu'elle produit , et 
qui par là se trouve décomposée elle-même en suites ré- 
currentes d'un ordre plus simple. H faut que les fractions 
partielles^ doiit l'ensemble représente la fraction pro- 
posée, aient des numé|:ateursconstans /et pour dénomi- 
nateurs les binômes qu'on obtiendra en cherchant le» 
facteurs simples du dénominateur de celle-ci. Ces fac- 
teurs se tirent des racines de l'équation que donne le . 
dénominateur de la fractiqjl proposée , égalé à zéro ; ' 
et les numérateurs peuvent s'obtenir par la méthode des 
coei&ciens indéterminés^ comme dans l'exemple du 
n"* 98; mais quand on rencontre des racines égalée,' 
la forme des fractions partielles éprouve des modifica- 
tions ^naloguéâ à celle qui a éù lieu dans le n° 3^; 
et lorsqu'il y a des racines imaginaires, on met le terme 
général sous une forme réelle, eu lè développant, de' 
même que dans le numéro précédent. Tout cela exige' 
des détails dans lesquels je ne saurais entrer; j'obset- 
terai seulement que la recherche du terme générai d'une 
suite récurrente est comprise dans celle du terme gêné- 
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rai de la formule du n"" 86 , puisque la fraction 

g 4- tx + ex*. ■ s -f pj*^' 

o'H- b'x + cx^ 4-p'x«-'^-v''^ 

4 

reyient à 

{a+bx +px^%a+b'x. . . . +p'x— +9'x«r', 

et que par conséquent la méthode dont on s est servi 
jusqu'à présent pour trouver ce terme général est très 
indirecte. JLa résolution des équations qu elle exige 
introduit^ dans Texpression demandée, des quantités irra- 
tionnelles qui ne doivent point y entrer : la réduction 
de toutes les parties de cette expression au même déno- 
mlnateufi et l'emploi des formules relatives aux fonc- 
tions symétriques des racines des équations , feraient, à 
la vérité, disparaître les irrationnelles-, mais il n'en ré- 
sulte pas moins que la résolution des équations est une 
difficulté étrangère à la recherche du terme général d'une 
série récurrente. 

La théorie des suites est une des branches les plus 
importantes et les plus étendues de l'Analyse; elle réunit 
les parties élémentaires aux parties transeendantesj mais 
c'est principalement dans celles-ci qu'elle est^'une ap- 
plication plus fréquente, -et elle leur doit aussi ses prin- 
cipaux accroissemens. C'est donc pécher contre l'ordre 
que de la morceler, ainsi qu'on le fait presque, partout» 
et j'avoue que je me serais abstenu d'en parler, si je 
n'y avais pas été forcé pour éviter le reproc^ de 
n'avoir pas rendu cet ouvrage aussi complet que ceux 
qui existaient auparavant. On trouvera d'ailleurs tout 
ce qui concerne la doctrine des séries , à la suite du 
Traité du Calcul différentiel et iniégralàé]à. cité. Je ter- 
luinerai ce sujet en exposant sjuccinctement la méthode 
que La^ange a donnée dans les Mémoires de l'Aca-^ 
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demie des Sciences de Paris, année i77a> pour recon-r-. 
naître si une série proposée est récurrente. . 

102. Soit S=^A + Bx+ Cjc* + Dj^ + etc. une 
suite dans laquelle les quantités ué, B, C, etc. désignent' 
des nombres donnés ; si cette suite est récurrente , elle 
doit résulter du développement d*uhe fraction ration- 
nelle (gS). Je suppose > comme dans tout ce qui précède^ 
que le plus haut exposant de x, dans le numérateur de 
cette fraction , soit moindre d'une unité que dans le 
dénominateur; si le contraire avait lieu^ le procédé 
même nous le ferait conn^tre ^ ainsi qu'on le yerra 
plus bas.. 

On cherchera d'abord si la série.9 peut êtrele déyelop^ 



a' 



pement de la fraction —r-r- » et pour cela on fera 

(m *f* OX 

a' • 

S = — r-T— i d'où il résidte 
U'-^'bx 

1 a-^bx a , b 

ce qui montre que le quotient de l'unité divisée parl& 
série S y ordonné par rapport à j?^ ne doit renfermer que 
deux termes seulement, lorsque cette formule vient en 
effet de la fraction supposée. 
Soit, poux exemple, 

on fera la division comme il suit , en prenant a pour 
le premier terme du diviseur, 

a + 4a: + 8cr* + iSar'+etc. 



-^1 — 30? — 4^— Sa:^ — 16a;* — etc. 
+fla?-p-4r*+8j^+i6x^+etc . 
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on aura 

â*ott on tirera facilement 

Si la division ne se termine pas ainsi au second terme, 

la série proposée ne sera point le développement d'une 

a' 

fraction telle que . ; il faudra essayer alors si elle 

ne vient pas d*une fraction de la forme l : 

dans cette hypothèse, on aura 



5~ a' + b'x • 



Si on effectue la division indiquée dans le se'cond 
membre , et qu*on ne la pousse que jgsqu a ce qu'on ait 
un quotient de la iounep^ qx^ ce qui arrivera après 
deux divbions partielles, il y aura un reste qu'on pourra 
représenter par a'x*; et il Tiendra par conséquent 

ce qui prouve que le reste de la division de \ par S, sera 
diyisible par af. Si on désigpe par «S^x* ce reste, qui 
sera une série de la forme 

ji^+B^xr^ + C^x* 4- etc. , 
on aura 

1 iS,X» if 7^ 

d'où il suit . •. 
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et 

5, ~ a* "^ a* * ~^' "*" ''^' 

en faisant la diybion indiquée dans le second membre; 

S 
Ainsi -^ doit donner nn quotient de deux termes, cpmme 

on Ta obtenu plus haut pour -ç; et des deux équation^ 

on tirera 

S^ _L 



I 

réduisant cette fr^ctiçii^ il Yieodra 

(P + 9-^) (Pi + ^,x) 4- o*"^ 
Supposons encore que Ton n'ait pas exactement^ 
J =Px + ?i^ ; 3 faudra faire alor^ , 

et en opérait comme dtos les cas prfcédens, oit 
trouvera 

La série qui reste après qu'on a poussé la division dan* 
j jusqu aux deux premiers t^memp + qx, étant divi- 
•ible par «», ppwrra être reprémitée par ^^o:*, en sortf 



qu'on aura 

ce qui donnera 

S, _ a'+h'x S _ a'4-yar-fc ^ j» 

et 

en faisant la division indiquée dans le second membre , 
et s*arrêtant aux deux premiers termes du quotient. 
Cette dernière expression montre que la division de S 
par Si i poussée de même jusqu'à ce qu'on ait nû quo« 
tient de la forme Pi +9i^i lassera pour reste une série 
divisible par x*; et nommant S^ cette série ^ on aura 






ffoù 



5. «r s, a'+b'a: a* , 4' 

• 5; = ^rH^' 5;=— ;jr-=p+^a:=p.+î^ : 

combinant les équations 

que Ton vient d'obtenir ^ on en déduira 

pour la fraction génératrice de la série proposée. 
Il serait facile maintenant de pousser plus loin Topera- 
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aty 



tion^ si la division de Si par 5a ne donnait pas un quotient 
«xact; et on doit voir qu elle conduira toujours, comme 
ci-dessus, à un nombre fini d'équations entre «S, «Si , S^, 
^3, etc. , de^uelles on déduira l'expression de la frac- 
tion génératrice. La règle à suivre dbns tous les cas 
peut 8*énoncer ainsi : Divisez Funité par la série pro^ 
posée S j jusque ce quHly ait au quotient d^ux termes 
tels que p + <I^^ ^^ désignant le reste par SiX*, divisez 
S par S| y jusqu'à ce quil y ait au quotient deux termes 
comme p» 4-^1 3C; désignant encore le reste par S^x*, 
divisez S, par S« , jusqu'à ce que vous tjrouviez un quo^ 
tient de la forme p^+q^x , et ainsi de suite : si là série 
proposée est récurrente ^ vous arriverez enfin à un quo^ 
tient exact f qui pourra être représenté par ^n*^ ^n^' 
Il vient alors cette suite d'équations : 



ç=P + 7^ + 



S, 



cr=p* + qiX +-J-- > 



•^'^ -I. _L 



s^ 



-^ = P» + ?«3:, 




5 = 



1 

Pi + qix + —^ 
1 ^ 



1 o3. Pour appliquer la règle précédente à la série des 
nombres 

1, 1, 3, 7, i8, 47, *ia3, 3i2fl, 8^3, 3207, 6778, etc., 

par exemple, on lui donnera la forme 

5 = i + jc + 3x^+^i?3+i8x* + 47^^ + ia3x» . 
+ 323x7 + 843a;* + etc. > 
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on aura . 

S% =— a— 4* — 1 IX* — ftga:' — jSx* — iggx* 

— 5ftix* — etc. , ^ 

5s= — 5 — i5a: — ^ 4^aF*— lo&r? — etc. , 

et enfin ps + 9s^=^«f*-^X| tans reste. Fonaant alors 
Us équations • 

oi^ trouvera 

1 — Sx+a:* 

Le numérateur étant d*un degré plus éleyé que le dé- 
nominateur^ on peut ôter un entier de la fraction , et 
il Viendra 

d'où Fon Toitquela série proposée est la suite récur* 
rente produite par la fraction proprement dite 

«~PIS> ^ laquelle on a ajouté les termes — ra et 

^"O? ; aussi dans la première, la loi de récurrence ne se 
manifeste qu'au cinquième tenue > au lieu qu'elle se 
montrera dès le troisième, si on en retranche —a et 

—X, car il viendra ^ ^ 

*3 -j- 2x + 3x* + yx? + etc. , 



V 
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et déjà 

3x* = 3 X — x^ + Qx X 3x, 

70^3 _ 2^ v^ _ apa ^ Sj;* X; 3x, etc. 

. Développement en séries des exponentielles et des 

logarithmes. 

io4' On .a tiré les logarithmes de l'équation y^zcfl 
(Élém. â4o)> y étant le nombre , x le logarithme 
et a la base ; cette équation présente deux questions : 
trouver y , connaissant x; et trouver x, connaissant y. 
Je commencerai d'abord par chercher jr en x, et pour 
cela je supposerai 

^û* = ^ + i?jc 4- Cx^ +Dx^ + etc. , 
^, B, C, Dy etc. étant des coefficiens indépendans 
de x\ en prenant donc une autre quantité s, j'aurai 
également 

û* =i=^ + Bz + Cz* + Z7»^ 4-etc., 
d'où je tirerai 
a'— a*' B(x—z) + C(aEî»— fc*) +D(jtr'— «^ + etc. 



La division du second membre par \r-— z s'elTectue 
d'après la formule du n^ i58 des Élémens, et il yient 



a' 



X — z 
B+C{x^z)+D(pi^ +xa+zO+^(^+^P*»+^*+»')+etc. 

Pour pouvoir développer de mên^e le premier n^embre , 
j'écris ainsi son numérateur^ a«(a*^*— 1); faisant 
ensuite a^zm^ir^hi dans la quantité a*~^ je la développa 
suivant les pDiss^nces de & j au n^ojen de la formule da 
binôme > et j*ai 

(1+*)*^^! + K—J'b^ y ' , a ^ * + etc. ; 



a 
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d*où il suit 

, ^^ ^ ^/(a? — «), , (x — ai)(x— a — i),, . \ 

(a— •—!)=«• f ^— --/ i+ i ^1— — —^ 6*+etc. y 

Ce dernier déyeloppement étant diybible par x-— 2, il 
en résulte * 



Si maintenant on suppose xs= s, Téqnation ci-dessus 
deviendra 

^ + aCx + 3Z>j:» + 4EX3 -i- etc. ; 
faisant^ pour abréger > 

4— — + ^— 2 + etc. = fe, 

et substituant pour a* la série 

^ + ^x + Ca^* + Da^ + Ex^ + etc. , 

on trouvera 

Ak + ^fcr + Cftx» + ZJfex' + Ekx^ + etc. = 
^ -K- aCr 4- 31>x* + ^Ea? + 5Fjc< + etc. » 

d'où on tirera 

B=Ak, C=_, I>=-g-, ^="4"' 5"' 

Tous les coefiiciens, excepté ^^^ seront déterminés par 

ces équations; mais lorsque x=Oy Téquation 

«*= ^ + J5x+ Cr* + etc. donnant 1 =>^, il s'iensuit 

1' i.a* • x.a.3' 
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j. = a'=i + - + -- + Y-^g + ^-^5-^ + etc. 

1 o5. Il est à propos de remarquer que, quelque valeur 
qu'on donne à x> la série ci-dessus finira toujours par 
être convergente. En effet, il est aisé de voir qu*on peut 

représenter le terme général de cette série par ; 

celui oui vient immédiatement après sera • 

et le rapport de Tun à Fautre aura pour expression 

— j — . Or, en prolongeant la série, on doit nécessaire- 

ment rencontrer un terme dans lequel n-f^ i surpassera 
kx y et qui par conséquent sera moindre que celui qui 
le précède; et il ^?tX. clair que Iç décroissement conti^ 
nuera toujours dans les termes ultérieurs. 

106. Il 8*agit maintenant de déterminer la quantité &. 
£n mettant , au lieu de &, sa valeur a— »i , on aura 

A__--. 5^— +-3" —^-+610. 

Cette série ne sera convergente qu'autant que a — 1 sera 
moindre que tunité ; m^s on verra plus Join quelU est 
susceptible de tleyenir aussi convergente qu'on voudra, 
au moyen de la dépendance qu^ se trouve entre a et 
k, et que je vais faire connaître. 

iiorsqu'on suppose ^ == r dans la série 

tf' = 1 H \ 5 + etc. , 
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il vient 

désignant par e la valeur du second membre dont les 
deux premioa tenats donneront * 

e= a,7i8a8i8,- 
en s'arrËtant à la septième décimale , on aura l'équation 



de laquelle OÀ tirera 

' 'o=e*. ' ' 
Prenant les logaritlimes , on tronrera 

ai a est la base du système des logarithmes repréienlés 
par la caractéristique i , on auia 

et par conséquent dans cette hy paâ iè vc, 
y — a'=. 



Telle est l'expressioti d« nombre^ parson logatithme x. 
Si l'on faisait a^e , ce qui donnerait ktxi , il en 
résulterait 

lestion proposée est résolue , puisque voilà 
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jr exprimé en j?) c'est-à-dire qu étant donnés le loga- 
rithme x^ et celui du noinbre e relativement à la base a, 
on aura le nombre j^.; mais Texpression de A en a nou| 
conduit aussi à la solution de la seconde question : étant 
donné un nombre , trouver son logarithme. 

En effet, si Ton suppose que a soit une quantité quel- 
conque, et que Ton mette pour k la série qu'il repré*- 
sente dans l'équation kler=z\a ; il en résultera 



Voilà donc le .logarithme d'un nombre quelconques ex* 
primé au moyéVi de ce nombre et du seul logarithme 
d'un nombre déterminé e. 

Cette série n'est «onyeigente-qu'aùtalit que le nQx|ibre 

a est très voisin àm l'unité 3 maÎB oomme ll/o=:— l'a 

m 

[Élém. ikj^i) , s! on change ^ dabs le secpnd membre, 
a en (/a^ il viendra 

Il . a ' 3 J 

or, en prenant pour m un très grand nombre, on pourra 

toujours faire en sorte que la quantité V^â diffère aussi 
peu qu'on voudra de l'unité.' 

On a ainsi un moyen très sirnple de calculer 
le logarithme de a ; car en prenant m égale à quelqu'un 
des nombres compris dans la série a, 4* 8, 16, etc., ôii 
n'aura qu*à effectuer des extfàctibns successives de 
racines quarrées (Élém. i53). Cependant ce procédé 
(deviendrait pénible pour les nombres un peu coosidé-* 



\ 



^ 
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rable;S , c'est pourquoi lei analystes ont cherclii de n«%- 
yelles séries qui pussent «'appliquw à ces nombres^ séri«i 
qui ne sont;que des transformations de la première ex-* 
pres^on de la. 

• < 

' 108, Le nombre a étant supposé, dans les séries pré- 
cédentes y indépendant de la base des logarithmes , il 
est évident qu'on pourra appliquer ces séries à un uomhrQ 
quelconque jf> et qu'on aura en général 

En substituant dans cette expression 1 -|-u au Eeu dey^ 
elle deviendra 

l(i+u)=le{-— -+ --_~ + etc.j; 

changeant ensuite u en ^— u, on aura 

.l(i-u)==le|-----^-^-etc.J; 

retranchant le second résultat du premier, on trouvera 
l(.+u)_l(,_„)=l(l±?) = 

série dont la marche est plus rapide que celle des pr&* 
cédentes. 

On en trouve une beaucoup plus convergente, ea 
fabant dans ceile-ci : 

1— « Tu' 



A^ 
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m' 

,€t par coii3éqaeiit • 

"(■+5)='^=*'("+'>-;'« 

tfoù Von tiré 

l(n4-*) = l'* + 

Cette dernière série fera éonnaitte le logaritlime da 
nombre n + z, par le moyen de celui de n, et sera 
d'autant plus convergente , que fi sera plHsconsidérableé 
Si l'on fait «= 1 , on aura le logarîtbme de n^i ^ 
exprimé par la série très simple 

l(/»+i) = U 

et convergente lors même qUe n= i. 
Dans ce ças^ elle donne 

«érie dont le huitième terme ne va pas à ^ 000' 0000 .* 
en réduisant en décimales tous ceux qui le Drécèdent j 
on obtiendra 

, la =±: c^egâi^ya.lei 

log. On ne peut avoir la valeur absolue de Is sans 
fixer celle de 1 e =±1 (3^7 i8â8 18}^ qui dépend dU sys-i 
tème de logarithmes que l'on adopte. L'hypothèse la plus 
simple consiste à supposer 1« = 1 ^ et on a alors 

, 1 a = 0,693147a ; 

Compl. des Éiém. d'Alg. i 5 



/ 
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dans ce système particulier ^ qui répond à iPêqjBO&StL 
y= e* (106), la base est e. Je le désignerai sous le nont 
de système népérien, pour rappeler le nom de l'écossais 
^eper (ou Napier), auquel on doit rimportantedéeon- 
yerte des logarithmes; et j'accentuerai la lettre 1 toutes 
les fois qu'il s'agira des logarithmes de ce sy&tème ; ainsi 
j'écrirai Te rs: 1 , r« = 0,693147a (*). 

Pour passer du système népérien à cehû doitf la base 
i^ait une quantité quelconque a, il faut se servir de 

l'équation Ly=î^ (Élém^QSd), qui deyient dans le 

Vz , 

cas actuel, 1&= p— ; et si Ton fait zz=ze, on aura 

lir 

puisque Te = 1 : il ne restera donc plus qu'à calculer Y a 
par la dernière série donnée ci-dessus , en jr supposant 
le= 1. 

JPour les logarhbmes ordinaires, dans lesquels a=io, 
on observera que io=5« a ; et l'on verra qu'il suffit d'à- . 

voir rS, parce que rio = r5-f~l'^> ^ <F^ 1'^ ^t 
déjà connu. 

Pour parvenir au logarithme de S, on supposera, dans 
la dernière série du numéro précédent, 11=^4 et &=i ; et 
comme V4 ^s nr^ , il viendra , en prenant l'e c= 1 ^ 

— — — I I m I I 11 —y— I n 

« 

(*) Les logaritlunes népériens sont appelés ordinairement /c^^r- 
rithmes hyperboliques ; mais cette dénomination e^t vicieuse , car 
il n*j a pas de système de logarîtbmes qnî ne réponde à quel^ju'un* 
des courbes que ks géapièttes .ont nomméss hjjfetboles. 
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Les tfoîi pfemiers termes ée cette série suifiseût pour 
obtenir un résultat exact jusqu'à la septièttie décimale^ 
et elle donne 

r5 = 1,6094379 ; 

en ajoutant à ce logarithme celui de a trouvé pliu 
baut, on a 

rio==a,3oa585i, 

«t par conséqueqt 

U = —^ = 04342945, 

En multipliant par ce nombre, les logarithmes népériens 
<le 2 et de 5 ^ obt«nu8 dans le n^ 1 c^ et dans celui-ci^ on 
trouvera^ . ~ 

la=o,3oïo3oo et 15=0,6989700, 

tels qu'ils sont dass les tables de logaridimes oi^naii^s. 

110. La^juandté i C'est nommée en général mocZu/e; 
on voit (|ue celui des logarithmes népériens est 1, et que 
celui des logarithmes ordinaires est 0,434^945. On passe 
'des logjluritfames népériens à des logarithmes quelconques, 
en multipliant les preiniers par le module des seconds, 
et. on revient de ceux-ci aux autres, en les divisant par 
leur module, ou, ce qui revient au même, en les mul- 
tipliant par r— • Lorsque la base est 10, on a. 

1 e 

1 " ■ 

p = 2^3<;>a585i ; 

c'est par ^ nombre qu'il faut «àidtiplîer tes logarithme» 
ordinaire^ , pour les convertir en logariAmes sepéri^ss , 
ce qui est souvent nécessaire. . 

1 1 1. fierda et . Haros oiit di»Q»é des^ f cu-muIes . ^iii 

i5.. 



V. 



expriment, au moyen de séries très conveigentes, leè 
relations entre plusieurs logarithmes de nombres con- 
sécutifs > et qui conduisent. très promptement â. ces 
logarithmes. Voici les premières ; on les trouve aussi 
dans la Préface des Tables trigonométriqum déci^ 
maies calculées par Borda» revues et augmentées pat 
M. Delambre. 
Si on forme les produits 

(p— i)(p— i)(p+a) = p» — S^ + a ^ 
(P+ i)(P+0(p-a) = p3 - 3p — a , 

(on aura 






I — 



et faisant u ss -^lZ^' ^^ obtiendra 

.;^*±-:=-'.{A:+3-(j;^)'+-}. 

d'où l'on conclura 
l(P+a) + al(p— i)-l(p-a)-al(p+i) 

Si Ton prend successivement ^ 

p = 5, p = G, p = 7, p =n 8, 
on aura les quatre équations 

l7+4la— 13^al3— 2la ±z aie {-^ + etc.}, 

31a+fll5— ^ala — al/ = aie {-^ + etc.}. 



ûl34-al3+ala— 15— Sla r= aie 



[rrr + ete.}. 



15+ la+al7-^ 15— Ia-*413 = aie {^ + etc.}^ 
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Ces quatre équations ne renferment que les lôgarîthineft; 
des noipbtes a, 3> 5, et 7,. logarithmes que Yàn peut 
alors déterminer par unç simple élimination ; on obtient 
de cette manière; 

»4f-5T + i G^)' + etc.) 

» af J+ 5{-^ + 7 (tV)* + etc.} 

' 1+ SfTit -f è (t^)* + etc.} 

.- »{ÛZ + i (îi^' + etc.} 

et ainsi des autres; 

Si Ton prend encore p = i5, îï viendr» 

h7 + al7^ l:i3~6b= aie {r^ + j(^)3+etc.}; 

Enfin on aura aussi ^ en faisant p= 1007^ 

1 1009 + alxooG— lioo5 — flliopS 

Ces exemples suffisent pour montrer le parti qu on peut 
tjrer de la formule de Borda. 

M2». Pour obtemr celle de Haros^ il faut> dans l'é^ 
ijuatipn 

ll±H = ale(î^^f-f-T-— te.). 
i— oi. 1 1. • 3 • 5 J 

feirc' en premier lieu -^t- = P^ ce qui donne 

1— I* q * 

pui& supposée 

^==i4— .i5x*+ 144 = (x— 3) (07+3) (x+4) (a:— 4) , 
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•t Ton aura 

d'où Toa tirera la raient àê 1 (x + 5) an moyen de 
celle de . 



K^+4). 1(^+3), Ix, l(r-3), l(a>-4), K^-5). 

La série est très convergente dès que le nombre x de- 
vient un peu grand; son aecond teime^ lorsque jt;=s:|ooo> 
est seulement 

6,00000 ooooo oooo'a ooooo ooooo ooooo la (|*). 

' . Il . • • 

11 3. Le procédé employé pour résoudre la. première 
des questions posées dans Te n* io4i peut servir aussi à 
déduore inimédiatement de l*?quatîon yèxà^, le déve^ 
loi^ement de x tny* Oi penl: domer à èer dév^p-* 
pement la fonne 

x = ^(jr-i) + 5<y-0V-f- C(y^i^)»-i^etc., 

puisque x doit s'évanouir lorsque y = i ; et faSsAort 
y^r^i^puy on aura 

' a?=-^u + i8a*+ Ca^ + etc;; 

désignant aussi par iv la valeur *de j^ —r > pu. de.u, cor^ 
respondante a une valeur de x représentée par z, nous 
aurons également , . • 

: zzizAw 4'.iBiB* 4-.ô^ 4- etc. , 



^ r 



~ • 



(^) On trouvera qnelqnes fiormùle* JepJiM «iit.ce 8tq^^ SansTlQ- 
trodttction de moa Traité du CaUul (différentiel et du Calcul 
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et par C02i$éqnent 

—^ =c^+ Bfyi + vO + ^("^+ u^ +^'y -h etc. 

L'éqaatîoQ ^=a* donne 

j'— 1 ou a=:a*— r^, 
dToù ît fittit 

jv = û*— i et li' — w=a* — a* = «'(a*^— 1>; 
er^ ofi s tromé (io4) 

' • - . ■ 0?—* • ^ •• • - 
«.{4+Ël±ri26.+(f=!^'i|=?Z:^A»+etc.J; 

tirant de cette ëquatîoii h valeur de ' ,, ^^^ — r , on 
ré|;alera à, la 3erie 

-#/ 4- ^ (« 4- w) 4- etc. • 

suiqposant ensiîfte j::==i, d'où il résulte lin^nv, on alira 

' . . . ' , ■ • _ " , ■ . 

-' * • j- ^.^^ • , • > 

/, b^ b^ M \ 

<*~ + 3 -.^+ '^*-) . ' 

:/f + !îfla 4 SiCii* + 40u3 ^ etc. ; 

iaettant fc au Heu de ô j-— ««---i-etc., eti-f-u 

ail lieu de ô*^ il viendra 

' • ' . ' • ... 

ou, en faisant dis^jaraître le dénômînatifuf , et passant 

tout dam un aenr membre 9 ' . « ^ 

Ak 4 &Bku + 3Cku* 4- 4Dku? 4 ^tc. ) _ 

— 14- .^Aa 4 aiïAu» 4. 3C&IA' 4- etc. j --^ ^» ^ 



/ 
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équation de laquelle on tire 

et par conséquent; > 



etc.^* 



Si a est la base du sjrstème des logariduaes , on aura 
donc^ comme ci-dessus (iq8)> 

2>^ retour des suites^ 

11 4- Le fréquent usage que fai fait/ dans ce qui 
précède, de k. méthode des coefRoîens indétermi- 
nés , me permettra d*exposer en peu de mots celle 
du retour des suites , qui sert à trouver rexpression 
d'une quantité engagée dans une série dont la valeur est 
donnée. 

Soit y^s::m + ax +bjf^cx^ + dx^ + etc.; pour 
obtenir x en yy on passera le tenue m dans le premier 
pembre, et faisant, pour abréger, y — «=;=2 , il viendra 

Z( = axH- ^Jc* + ex* + dx* + etc^- • • •(0* 

La supposition de x^— o donnant 2=60, il est facile d'en 
conclure que l'on peut &îre 

x::=:Az + Bz* + Cz^ + Dz^ + etc (a); 

lescoefHciens u^, fi, C, /?, etc. , indépendans^de2;«e 
détermineront au mojen des équations qu'on obtiendra 
Afnrès a^voir substitué au li^u des puissances de a:, dans 



/ 



« 
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l'équation (i), celles de la série (a) (*) , passé tous les 
termes dans un seulmembre^ et égalé séparément à zéro 
les quantités qui multiplient chaque puissance de 2« 
Voici le résultat de la substitution : 

+cjfc: ....*.+ eJ^z^+5cJ'^Bz^+etc.\ = o» 

+dr4=r , ,.,....-!- djd^zi^+etc,\ 

• • •••••••••*••••.•••■•••« 

En égalant à zéro les co^iEciens de z ^^ de xf, de z^^ etc. ^^ 
on trouve 

c^— 1=0, aB+bJ*=o, û€'+-QbAB^jfi:=zo, 
aD+!ibAC+bB^+ZcA*B+dA^=iOy etc. ; 

ces équations donnent 

^~-> ^— -?' ^— ^— > 

/>=— i 7--^- — , etc., 

et on a par conséquent 

i b ■ ^ ab^-^ac , 

a a"* ' a^^ 

bP—Sabc + a^d , . 
—; . a*+etc. • 

a' 

11 est à propos de remarquer qu'on pourrait appli- 
quer à la résolution des équations algébriques, dans 
quelques cas, la série précédente, z désignant alors 

(*) Ces pQÎssances pcuTcnc se trouTcr par des multiplications sac- 
ccssites, ou parles formules da n« 87. 
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le dernier terme de Féq^atioo^ passé dans le second^ 
membre. MaLi on n'aurait^ de cette manière > que la. 
plus petite des racines de l'équatioa proposée ^ puisque^ 
l'expression de x en 2 décroit continnellement arec z^ 
et 8*évanonit en même temps que eette quantité , es. 
qui réduit Féquatîon (1) à la forme 

o zzzaé+bj^ + cj^ -f- etcv , 

BiH» laquelle elle admet la naciaa a7;=.o« . . 

11 5. Proposons-nous pour exemple,, délirer la va^ 
leur de :t dé la* série 

dans laquelle y = e* (106); on aura 



et 

a=r, J==_, 



1- . r _J__ 



I etc.. 



*; ete- >. 



d'où on déduira 
et 

• « 

ce qui s'accorde avec l'expression du n® 108 , en y fai- 
sant A ou le r= 1. 
On tirerait de même la valeur de jr en x de la série 

l 52 ^ 3 

en supposant ^—^i=z et z= Ax^-'Exf^-i-Ca:^ -i- etc. 
Je laisse au lecteur à s'exercer sur ce calcul*, les. 
çoelEciens A, JB, C, etc. étant déterminés,, on. ne* 
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mettra jr— 1 pour a, et il tiendra 
1 1 G. Si on avait 1* éqnation 

formée par deux séries, et qu*on voulût obtenir l'expres- 
sion de y , on supposerait 

yzszAx + Bj^+Ca? + Dx^ + etc., 

€t on opéreraàcoMmc précédemment, après avoir ^ssé 
tous les termes du premier membre dans le second. Nous 
insistons peu sur ces calculs , parce qu'ils ne conduisent 
qu'à des formules dont on n*aperçoit pas facUement la 

Ioi(*). 

Des fractions continues. 

Observation. Cet article est, à <|tteiqu<» 
le'gerschangemensprèsjlepremier paragraphe 

• des additions faite» par Lagrange à l'Algèbre 

d'Etrler. 

117. La métiiode exposée dans le n*» aa i des Élémem 
d^ Algèbre, pour àppBoelçer de 1» vale«r d« Vuiconnue 
4anB Bse équation d'm degré <pielccfnqae, présent de 
faire saccessWemeiit 

y . . ' . j . . 1^ 

^ y 



(♦) On peut TOÎr,dan& V I*itro4iuction de mon Traité du 
Calcul différentiel et du Calcul intégral (no Sg) , à <iaoi titfirt 
cette dificak^. 
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«, A, V, b", etc. ^tant les nombres entiers îïnmMa* 
tement inférieurs aux \raies valeurs des quantités x , y,. 
y, y, etc. : si dans la valeur de x on met celle de y^ 
tirée de la seconde équation ^^ il viendra 



'•+7' . 

substituant dans cette expression, pour y, sa valeur 
prise dans la troisième équation , on aura 

x=a+l^ ^ 



y 



chassant y au moyen de U quatrième équation ^ on par^ 
viendra 4 ' . 

y 

et ainsi de suite. 

La fraction qui aocompagat Ventier a dans cette exy 
pression , semblable à celles que nous avons £aiit con- 
naître en Arithmétique (i63), est une /raction continue^ 
et Ton comprend en général sous ce nom toute fraciioni 
don\ le dénominateur est composé d'un entier plus une^^ 
fraction , laquelle a encore pour dénominateur un eii^ 
tier plus une fraction, et ainsi^ de suite. . 

On rencontre les fractions continues sous deux formes, 
différentes : les unes ont, comme la précédente, l'unité 
à tous les numérateurs des fractions intégrantes, et les 
fl^utres ont des dénominateurs et des numérateurs queir 
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conques; telle est la suivante: 

\ 

I j 

-xaâis |e ne m'occuperai que des premières , les autres 
étant plus curieuses qu'utiles. 

il 8. En rapprochant le n* i63 de V Arithmétique et 
les n^' âa i et a43 des Éfémens, on voit que les u fractions 
yi continues se présentent naturellement toutes les fois 
n qu'il s'agit d'exprimer en nombre des quantités qu'on 
n ne peut obtenir que par des approximations succes- 
yi siyes» En effet, supposons qu'on ait à évaluer une 
^ quantité quelconque donnée a y qui ne soit pas e^t- 
ifi primabl'epar un nombre entier; la voie la plus simple 
» esf'de commencer par chercher le nombre entier qui 
1) sera le plus proche de la valeur de a, et qui n'en 
» différera que par une fraction moindre que l'unité. 
» Soit ce ndmbre « , et l'on aui^ a-^« égal à une frac- 

î) tion plus petite que l'unité ; de sorte que sera au 

» contraire un nombre plus grand que l'unité. Soit donc 



-=^3 «t comme 6 doit être un nombre plus grand 



a — a ^ 



yi que l'unité , on pourra chercher de même le nombre 
yi entier qui approchera lé plus de la valeur de &; et ce 

9) nombre étant nommé ^ , on aura de nouveau b fi 

yi égal à upe fraction plus petite que l'unité, et par 

yi conséquent . sera égal à une quantité plus grande 

7» que Tunité, qu'on pourra déligner par c : ainsi, pour 
n évaluer c, il n'y aura qu'à chercher pareillement le 
7» nombre entier le plus proche de c, lequel étant dé^ 



V 
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» signé par y, on aura c-— y égal à une quantité plus 

■ 

)> petite que Fiimté , et par conséqaent sera égal 

p à une quantité d plus grande que Tunité, et ainsi de 
D suite. Par ce moyen , il est clair qu*on doit épuiser 
D peu à peu la yaleur de a, et cela^ de la manière la 
ry plus simple et la plus prompte qu'il est possible» 
D puisqu'on n'emploie que des nombres entiers dont 
» chacun approche » autant qu*îl est possible ^ de la 
Y) valeur cherchée. 

D Maintenant^ puisque =;= 6 , on aura 






* 



D de même , à cause de a ■ sir c , on aura 

c 

TD et à cause de =:<!, on aura pareillement 

i« et ain« de suite ; de sorte qu'en substituant successî* 
n ?ement ces valeurs , ma. aura 

:= • "4- - . r 

y+j; 

« «t en gâiiéRll* 
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iig. » II est bon de remarquer ici que les nombres 
3^ «9 i^ > y > etc. ^ qui représentent^ coipme nous venons 
» dé le voir, les valeurs entières approchées des quan-^ 
7> tités a^ b, c, £tc« , peuvent être pris ehacun de deux 
7) manières différentes , puisqu'on peut prendre égale- 
» ment pour la valeur entière approchée d*une quan-> 
I» tité donnée , Tan ou l'autre des deux nombres entiers 
7> entre lesquels se trouve cette quantité ; il y a cepen- 
>9 dant une .différence essentielle entre ces deux ma- 
9> nières de prendre les valeurs approchées , par rapport 
T» à la fraction continue qui en résulte ; car si on prend 
» toujours les valeurs approchées plus petites que les 
fi yéritables^ les dénominateurs fi, y,^^^etc. seront 
n tous positifs , au lieu qu'ils seront tous négatifs , si 
)) on prend les valeurs approchées toutes plus grandes 
;) que les véritables , et ils seront en partie positifs et 
)3 en partie négatifs^ si les valeurs approchées sont 
iî prises tantôt trop petites et tontôt trop grandes. 

V £n effet y si m est plus petit que a , a — m sera ure 
?) quantité positive ; donc b sera positif > et fi le sera 
D aussi; au contraire^ a — « sera négatif, si « est plus 
yi grand que a : donc b sera négatif, et fi le sera aussi. 
ï> De même* si ^3 est plus (petit que b , b -^fi sera tou- 
f) jours une quantité positive; donc c le seira aussi, et 
i) par conséquent aussi y ; mais si-v3 est plus grand que 
ft b y b-^fi sera une quantité négative; de sorte que c^ 
» et par conséquent aussi y^ seront négatifs ^ et ainsi 
9) de sqite. 

yt Au neste, lorsqu'il %'agit de quantités négatives j 
i> j'entends par quantités plus petites celles qui^ prises 
y> positivement^ seraient plus grandes, 



^ I 



ido^ D 3é dois remarquer encore ^BLe ai patmi tev 
f> quantités a, b^c, d,etç. il s'en t^oure une qui soit 
D égale à un nonJïre enti^» alors la fraction continue 
» «era terminé», parce qu'on pourra y ctasenrer cette 
lî quantité même. Par exemple, ai c est un nombte en- 
^ tier la fraction continue qui donne la yaleur de a sera 

D En effet, îï est clair qu'il faudrait prendre y = c, 
^ ce qui donnerait 

c — y O • 



t) et par conséquent /'=oo ; de sorte que l'on 'aurait 

co 
n les termes suiraûs s*évanouîssant vîs-à-vîs de la quto-- 

n tité infinie oo : or, — =o ; donc on auM simplement 

w Ce cas arrivera toutes les fois que la quAatité a sera 
a commensurable, c'est-à-dire qu'elle sera exprimée 
n par une fraction rationnelle; mais lorsque a sera une 
w quantité irrationnelle, alors la fraction continue ira 
t nécessairement à Tinfini, 



{*) Vf caractère^ oo est, eon^e fpi Toît , celui d<mr les analystes 
•c servent pour designer une quantité infinie, ou ce que de?ien( aou 
fraction dont le deaomiuaieur •Vyanouii {Élém* ^}* 



" r «. 
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, * 1 a 1 . 9> SuppoaoB» que la quantité a soit une fiiaction 
; 9 ordinaire -^^ A^iB ^tant des nombres entiers donoés; 

p il est d'abord évident que le nombre entier « qui tip^ 

. \ '• A ^ 

n prochera le pltts de ^^ sera le quotient de la division 

D de ^par B-, ainsi, supposant la division faite àla 
)» manière ordinaire^ et nc^mant m le quotient et C 
v*]^ reste ^ on aura 

A c 

B 
D doïic &=-^ ; {^ih: avoir de même la valeur entière 

B 

n ap{>ro^hée ^ de la fraction ^ , il n^jr aura qu'à diviser 

î) B par C, et prendre pour ^ le qUotîen^ de dette divl- 
y> sion; aloiis nommant I> le reste ^ on aura 

^ letpar conséquent 

> on continuera donc à divî^lér C par D, et le quotient 
)i aeira la valeur du nombre f , -et ainsi de suite ; jd'où 
lê résulte cette règle fort simple pour réduiits les frac-« 
ifi tions ordinaires len Êractions continues : 

y> Divisez d^abord le nWny^aieUr de la fraction pro* 
a posée f par son dénominateufj et nommez le quotient»; 
D divisez ensuite le dénominateur par le reste, et nommez 
}) le quptient'A/ divisez après cela le premier resté par 
n lé second reste ^ et soit le quotient y/, continuez ainsi 
îi en divisant toujours Vavant^derjder resté par le dep» 

Compl, des Èlèm» à!Alg* ifi 
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j> niert jusqu'à ce quil se présente une £vision qui se 
I» fasse sans reste, ce qui doit nécessairement arriver, 
n puisque les restes sont tous des nombres entiers qui 
Y) vont en diminuant; vous aurez la fraction continue 

^■'"J + ctc, 
» qid sera égale à la fraction donnée* 

isd* î> Soit proposé de réduire en fraction continue 
39 la fraction -^j^. On diyÎAera donc i io3 par 887^ on 
f» aura le qnotient i et le reste A16; on divisera 887 
D par ai6 , on aura le quotient 4 «t le reste a3; on divi- 
V sera si6 par aS, ce qui donnera le quotient 9 et le 
^ n reste 9 ; on divisera encore a3 par 9 , on aura le quo' 
Il tient a et le reste 5 ; on divisera 9 par S» on aura le 
» quotient 1 et le reste 4}^^ divisera 5 par 4» ^^ ^^^^ 
D le quotient 1 et le reste 1 ; enfin ^ divisant 4 P^ar i, on 
p aura le quotient 4 et le reste nul , déserte que Topé- 
yi ration sera terminée. Rassemblant donc par ordre tous 
Y) les quotiens trouvés , on aura cette série : 1, 4» 9» ^, 
p \, if 4t d*oùvron formera la fraction continue 

iio3 £ 

21 + - , l 

is3. n Comme dans la manière ordinaire de &îre les 
p divisions , on prend toujours pour qnotient le nombre 
m entier qui est égal on moindre quela fraction prûf)08ée, 
a il s'ensuit que, par la méthode précédente, on n'aura 
Y> que des fractions continues dont tous les dénotai- 
9 nateurs sont des nombres positifr^ 
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• n Or, on peut aussi prendre pour quotient le nombre 
n entier qui est immédiatement plus grand que la valeur 
V de la fraction , lorsque cette fraction n'est pas réduc- 
« tible à un nombre jentier, et pour cela, il n'y a qu*à 
)) augmenter d'une unité la valeur du quotî^it trouvé à 
y) la manière ordinaire; alors le reste sera négatif, et le 
>î quotient suivant sera nécessairement négatif. Ainsi on 
^ pourra, à volonté, rendre les termes de la fraction 
n continue positifs ou négatifs. 

D Dans Texemple précédent, an lieu de prendre i pour 
a le quotient de i io3 divbé ^ar 887, je puis prendre â; 
)) mais j'aurai le reste négatif — 671 , par lequel il faudra 
a maintenant diviser 887 : on divisera donc 887 par 
* *— 671, et l'on aura ou le quotient «— i et le reste a 16, 
a où le quotient —-a et le reste —455. Prenons le quo- 
a tient plus grand -i*i> et alors il faudra diviser le reste 
a —671 par le reste ai6> d'où Ton aura ou le quotient 
)» —S et le reste — a3, ou le quotient —=-4 et le reste 
« i^Sw Je continuela division en adoptantle quotient plus 
^ grand —3 ; j'aurai à diviser le reste ai 6 par le re^te 
il -— a3> ce qui me donnera ou le quotient — 9 et le reste 
«> 9, ou le quotient— -10 et le reste -^i4> et ainsi de suite. 

» De- cette manière on aura 
iio3 



W=^ + =r4-d 



.3 «4- i"»'! " • * 

— 9+etc.^ 
y> où Ton volt que tous les dénominateurs sont négatifsi 

1 a4. )) On peut au reste rendre positif chiaqiie déao« 
s» minateur négatif, en 4:Iiangea«t le signe du numéro 
D teur^ mais il faut alors changer aussi le signe du 
» numérateur suivant ; car il est clair qu'on a 

n + etc» w + etc. 
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)) Ensuite on pourra > si Ton yeut , faire disparjuù-e 
p tous les signes —^ de la fraction continue , et la réduire 
9) à une autre où tous les termes soient positifs ; car on a 
n en -général 

'^ » + etc. ^ • 1 -I ^ 

t) comme on peut s*en convaincre aisément, en réduisant 
D ces deux quantités en fractions ordinaires. 

n On pourrait aussi, par un moyen semblable , intro- 
n duire des termes négâti£i i la place des positifs ; car 
D on a 

^^ 9 + etc. /^ ■ i + 



p •» I -|. etc. ; 

», d*oà Von voit que« par ces sortes de transformations-, 
n on peut quelquefois simplifier une fraction continue « 
1) et la réduire à un moindre nombre de termes , ce qui 
' » aura lieu toutes les fois qu*ii y aura des dénominateurs 
D égaux à Tunité positive ou négative. 

yt £n général ^ il est clair que , pour avoir la fraction 
9) continue la plus convergente qu'il est possible vers la 
n valeur de la quantité donnée , il faut toujours prendre 
99 pour », fit y, etc. les nombres entiers qui approchent 
99 le plus des quantités a, b, c, etc. , soit qu'ils soient 
99 plus petits ou plus grands que ces quantités : or, il est 
99 facile de voir quç si , par exemple , on ne prend pas 
9) pour M le nombre entier qui approche le plus , soit 
99 en excès ou en défaut, de a, le nombre suivant fi sera 
n nécessairement égal à l'unité. En effet, la différence 
9) entre a et « sera alors plus grande que ^ , par censé-* 

9> quent on aura &=;= plu9 petit que a : donc fi ne 

p pourra être qu'égal à l'unité. 



/ 



\ ' 
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Vi Ainsi, toutes les fois que , dans une fraction con- 
» tinue^ on trouvera des dénominateurs égaux à Tunite^ 
}» ce sera une marque que Ton n*a pas pris les dénomi» 
» nateûrs pîécédens aussi approcbans qu'il est possible^ 
T^ et que par conséquent la fraction peut se simplifier en 
)> augmentant ou en diminuant ces dénominateurs d*une> 
» unité ; ce qu'on pourra exécuter par les formules pré- 
>» cédentès , sapa, êtçe obligé de refaire en entier le 
yi calcul. 

1 a5. n I^a méthode du n** i ai- peut- servir aussi à ré«- 
)' duii;^ en fraction continue toute quantité quelconque , , 
» pourvuqu'elle soit auparavant exprimée en décimales^ 
>) mais comme I4 valeur en dédmales ne peut êtrequ'ap-^ 
■99 prochée, ^ qu'en augmentant d'une unité le dernier- 
n caractère^ on a deux limites, entre lesquelles doit se- 
Y> trouver la vraie valeur de la quantité proposée y ilr 
y>, faudra^^pour ue pas sortir de ceaJimites , faire à-la- 
)) fois le même . calcul sur les deux fraction» dont it 
T) s'agit ^ et n^admettre ensuite dans la fraction continue 
7) que les quotieiis qui résnlterpnt é^alemejntdea deux 
fi opérations. r>- 

Sî> par exemple > ir s*agit d^exprihier en fraction 
aontinue la racine quarrée de a^ dont la valeur en dé-^ 
cimales est entre i^4M^'3 et» 1,41 4^ 4 s on aura à 
réduire eu fractiona continues, les fractions ordinaires 
suivantes : [tltll > îtô - gÔÔ \ on trouvera pour toutes» 
deux les 6 premiers quotiens égaux à a; mais le 7^^ 
serait 3 pour l'une^ et 1 pour Tartre : on a dpnc^ d^^ 
Qette manière^ 

•& fl + - , 1 

^^ai + ete^ 
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Au reste , il est à propos de remarquer que^ quelque 
nombre de décimale* qu'on ait dans la valeur de la 
racine quarré de a , la fraction continue conserve la 
inême forme , comme on le prouvera plus loin. 

ce La fraction décimale qui exprime le rapport de 
D la circonférence au diamètre est^ par le calcul 

n de Viète, 3,i4i592G535 de sorte qu on aura la 

« fVaHînn IH'^g'^s.?.! 4 réduire en fraction continue 
y) par la méthode ci-dessus : or, si où ne prend que la 
,1 fraction |^^ , on trouve les quotiens 3, 7, i5. 1 , etc. , 
n et si on prenait la fraction plus grande ^^ , on 
D trotiverait les quotiens 3, 7, iG, etc., de sorte que le 
19 troisième quotient demeurerait incertain; d'où Ton 
il voit que pour pouvoir pousser seolemcnt la fraction 
9» continue au-delà de trois termes , il faudra nécessairç- 
n ment adopter une valeur de la circonférence qui «it 
n plus de six caractères. 

1) Si on prend la valeur donnée par Lndolph (Van 
n Cculen ) en trente-Kîinq caractères , et qui est 

5, 141 59 2G535 89793 23846 a6435 83279 60288, 
r) et qu on opère en même temps sur ciette fraction et 
w sur la même., en y augmentant le dermer caractère 8 
» d'une unité, on trouvera cette èuite deqnotiènâ, 3, 7, 
1» i5, 1,292, 1$ i, J,a, 1,3, 1, i4,a, i,ï, ft, 2, a, a, 
n I, 84, 2, 1, 1, i5, 3, ^3, i, 4* a^ 6, 6, 1 > de sorte 
)} que Ton aura 

rirconf. _^Jl 

diamètre 7+~r i_* « 

1 -f- etc. , 

r Gomme il y a icîdes dénominateurs égaux à l'unité, 

p on pourra simplifier la fraction, en y introduisant de« 

1 
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19 termes négati&v par les formules dun^ la^a ^t Yojx 
» trouyera 



circonf, „ , i 

\ ' — =3 + — 1 

diamètre 7 + -^ * 



®94— 3_1 

3 + etc. V 
» ou bien 

circonf. ^ i * 

diamètre 7 + "f • ** 



laff. I» Apcès avoir explosé' la géiiérttion des fîrac^ 
9 tions continues , nous allons..en montrer l^s usages ejt 
n les principales propriétés. 

n II est d'abord éyident ijue plus on prend de tonnes 
n dans une fraction continue ^ plus on doit i^procher de 
>) la vraie valeur dé la {quantité qu'on a exprimée par 
3) cette fraction i d^ softç cpie si on s'^arréte successive- 
)i ment à chaque terme de la fractioz^ ^ on apra une suite 
ih de quantités qui seront nécessairement convergentes 
» vers la quantité proposée. ' 

i> Ainsi j ayant rédutt la. v^Iéni^de a à la fraction con^ 
9> tinu^e 

y + eto, ,. 
n on aura les quantités 

,1 -h 

■ y ' 
n ou bien^ en^rédui:5ant» 

» -qxii approcheront de plus en plus delà valeot^de cb 



s 
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n Pour pouvoir mieux juger de la loi et de la conver- 

t» gence de ces quantités , nous remarquerons que, par 

9» les formules du n® 118 on a 

• * 

' 1 1 11 

c = «+ri ftî=/8 + -> <^ = V+j> d=^+-, etc.; 



n â*où lV>n Toit d'abord que « est la première valeur ap- 
7> proçhée de a ; qu'ensuite ^ si on prend la valeur exacte 

V dea^ qui est - — , et qu*on y substitue pont b s^ 

n pâleur approchée >s, on aura cette valeur plus appror 

» chée > ■ > qu'on: aura de même une troisième 

fi ' 
fi valeur plusaprochéedea^ en mettant d'abord pour 

n ^ fia valeur exacte > ■ ■ , ce qui donne 

n' et prenant ensuite. pour c la valeur ^prochée y.; par 
î> ce moyen , la nouvelU valeur approcheis de a sera 

fiv+l ' 

n continuant le même raisonnement, on pourra appro- 

' n cher davantage ^ en mettant dans l'expression de a 

» trouvée ci-dessus,, à la place de c, sayaUiir, exacte 

yd + i , j 

M — -j — , ce qm donnera 

;> et priant ensuite pour d sa yaleur approq||ée ^; de 
» sorte qu'on aura pour la quatrième approximation la 



DES ÉLÉMENS D'AIiCÉBRE. »4q 

x> quantité . 



l.»*^ 



» 



C«1a posé 3 si Ton représente par 

dL ë^ £. R. 

A'\ B" C D" 

les quatre valeurs appi^ochées de a, formées çi~des$u5j^ 
pn yoit aisément que 

3-= A^+ Xy fi' z=± fi, 

C=i By ^ A, C = B'y + A\ 

et à partir de la troisième ligne de cette suite de va^ 
leurs , on reconnaît une loi dont il est facile de cons- 
tater la continuation indéfinie. En effet, la valeur 
exacte de a, rapportée au bas de la page préeédente^ 
idevenant par cette notation 

_ €d+B 
donne cette nourene valeur exacte^ 

expression 4e même forme que la précédente, qui 
devient la cinquième valeur approchée, quand o%y 
meti au lieu de e, et quon peut représenter alors 

E 

par —,f si Ton fait 

JE == Dt + Cy E[ ^ly^ + C, 

La marche de ces calculs ne pouvant plus changei»^ 
i^l, s'enfujt. qu^ 
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[jC numérateur de l'une quelconque des valeurs ap^ 
prochées qu'on nomme aussi fractions convergeotes , 
se forme en multipliant rentier du dénominateur de 
la fraction intégrante à laquelle on s arrête , par le nu-» 
mérateur de la fraction convergente qui précède celle 
qu'on cherche f et en ajoutant au produit le numérateur 
de la pénultième; il en est de même du dénominateur. 

Les deux premières fractions convergentes vers -^^ 
étant -j- et \ (laa), la règle ci-dessus donnera, povffla 
3* et la 4% 

^+1.-37' a.37 + 4 78' 
et ainsi des autres* 

i( si la quantité a est rationnelle et représentée par 

n une fraction quelconque pr, , il est évident que cette 

p fraction sera toujours la dernière dans la série préc4* 
n dente ; puisque daQ3 ce cas la fraction continue sera 
n terminée, et qne la dernière iraction de la série ci- 
Yi dessus doit toujours équivaloir à toute la fraction. 
9) continue, 

y\ Mais si la quantité a est irrati<»neUe , sXcfçs îa frac- 
n tion continue a11ant;nécessairementàVinfini, on pourça 
ri anssi pousser à Tinfiiii la série des fraot^ona con- 
Yi vergentes, 

197. Yi Examinons» maintenant la nature de ces frac- 
ï#tïons ; et d'abord il est visible que le^ nombres A^ 
1* By C, etc. doivent aller en angmeûtânt, aussi bien 
M que. les nombres jf, Bf y C, ^c,\ car, i**i si les 
p nombres à^ fi, y, etc. sont tous positils , les nombres 
Yi A, J5, C, etc., A\ B', C, etc. s^ont aussi tous po** 
^ sitifs y et Ton aura évidemment 

B>Ay C>B, D>C, etc.|. 



^ 
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^ et . 

^'=ou>^', C>B\ D'>C, etc. 

M â**. Si les nombres m, fi, y, etc. sont tous on en partio 
n négatifs , alors parmi les nombres A, By C, etc. , et 
« jfj S , C y etc. il y en aura de positifs et de né- 
r) gàtifs \ mais dans ce cas , on considérera que Ton a en 
iî général^ par les formules précédentes, 

B , i C , A D ^ , B ^ 

n d'où l'on voit d'abord que si les nombres «ç, /S, y, etc. 
î> sont différens de l'unité , quels que soient d'ailleurs 
n leurs signes ^ on aura nécessairement, en faisant abs- 

B A 

« traction des signes , -^plus grand que l'unité ; donc ~ 

C 

» moindre que l'unit^ , par conséquent — plus grand que 

» l'unité , et ainsi de suite } donc B plus grand ^e A y 
V C plus grand que ^, etc. 

n II n'y aura d'exeeption que lorsque parmi les 
Yf nombres «, fij y, etc. il s'en trouvera d'égaux à l'unité. 
7t Supposons, par exemple, que le nombre y soit le pre- 
fl mier qui soit égal à rt i ; on aura d'abordé plus grand 
que A , mais C sera moindre que B , s'il arrive que la 

A 

« fraction -^ soit de signe différent dey, ce qui est clair 

» par l'équation jp = V + o" / P^rce que da^s ce cas 

A 

» y + -^ «€ra un nombre moindr* que l'unité : or }» 

n dis qu'alors on aura nécessairement J9plus grand ^ue 
n j?; car puisque y = d:i, on aura (laG) 

c=±i2|--» et c -, = ±:i: 
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rt or> comme cetd sont des quantités plus grandes qji9 
n r unité (i 18) , il est clair que cette équatio|i ne pourra^, 
n subsister, à moins que c et Jne soient de même signe ; 
n djoncy puisque y et ^sont tes yaleurs entières appro- 
i> chées de c et d, ces nombres y> et J" devront être aussi 

C A 

rt de même signe ; mais la fraction -h- = y + "s- doit 

» être de même signe que y^ à cause que y est un nombre 

A 
i> entier, et — une fraction moindre que Tunîté; donc 

C 
v-j^eid" seront des quantités . de mêipe signe 5 par oon-.. 

ç séquént — sera une quantité positive. Or, on a« 

C 

» doïip , multipliant p^ -^ , on aura; 

n donc — étant une quantité positive , il est clair qu^ 

fi -^ sera plus grande que Tunité ; donc D- sera phi»-- 

» grand que B. . 

n De là on voit que s*il arrive que- dans la série A, B, 
D 'Cy etc. il se trouve un terme qui soit moindre que le 
)^ précédent, le terme suivant sera nécessairement plus 
» grand; de sorte qti"en mettant à part ces termes plus 
)) petits , la série ne laissera pas d'aller en augmentant, 

T) Au reste , on pourra toujours éviter , si Ton veut ,^ 
'^ cet inconvénient, soit en prenant les nombres «, ie, 
^ y, etc. tous positifs , soit en les ppnapt tous difiFéren^ 
w de l'unité, ce qui est toujours, possible. 
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n On fera les mêmes raisonnemens par rapport à la 
» série A ^ ff y C, etc., dans laquelle on a pareillement 

^ ^ C , A' 1/ .\ ff 

-^ = ^, - = g, + ^, ^ = js + _, etc.; 

» d'où f on déduira des conclusions semblables aux pré* 
7) cédentes. » 

iâ8. Maintenant 9 si on éliipine /S entre les équa«- 
tions qui donnent B et B' (page a49)> (^^ obser- 
vant d'écrire É^zxA'fi), puis y entre les équations 
qui donnent Cet'C, et ainsi de suite ^ a on trouvera 

BA — ABf±=i\, Cff — BC^Aff-^BA', 
DC—ay^BCf-^Cff, etc.; 

» d*où je conclut qu'on aura en général 

BA' — Aff = i , 
C]^ — BC = ^ t, ^ 
DC — CDf — \, 
Eff — DiB' == — 1 , 
ete. 

n Cette propriété est très remarquable , et donne lieu à 

» plusieurs conséquences importantes» 

1 ' ABC 

îî D'abord on voit que les fractions -^ , -^ , y^,^ ete. 

p doivent être déjà déduites à leurs moindres termes ; car 

w si , par exemple , C et C avaient un commun diviseur 

w autre que l'unité, le nombre entier Cff^BC serait 

w aussi divisible par ce même diviseur, ce qui ne se peut, 

w à cause de C5'— ^(7=: i, 

» Ensuite si on met les équations précédentes sous 
m cette forme : 

£_^_ 1 
ff A'~AfW* 
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D C __ i 

etc.» 

il il est aisé de voir que les difFérences entre les fractioiif 

ABC 
91 Yoîsines dt la série '7»'fft "r'* ®^^' "^^^ continuel- 

t> kment en diminuant , de sorte que cette sèiie est 
» nécessairement convergente. 

t Or, je dis que la différence entre deux fractions 
)i consécutives est aussi petite qu'il est possible » en sorte 
» qu'entre ces mêmes fractions il ne saurait tomber au-^ 
^ cune autre fraction quelconque , à moins qu'elle n*ait 
a un dénominateur plus grand que ceux de ces frac^ 

n Car prenons^ par exemple ^ les deux fractions 

CD , 1 

XI -TH^^Tp» ^^°* ^* différence est jTjp^ ^^ supposons , 

)? s'il est possible^ qu'il existe une autx'e frsLCÛon — dont 

n la valeur tombe entre celles de c^ deux fractions ^ et 
Si dans laquelle le dénominateur n soit moindre que Cf 

7» C 

» ou que If\ donc puisque — doit se trouver entre -j^^ 

£) ^ m C 

* ^W * *^ ''^*^*** T^« la différence entre — et j^,^ qiii 

* est ^"^^ ^^ 7^ » ^ P petite qne 

i . D C 

** ;^^« différence entre yy et ^; mais il est clair que 

» nC — mC ne saurait être <i, et que par con8é-% 

î> quent la différence ^^~J^- ne peut être moindre 
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D que-^; donc si n<^iy, cette différence aéra né^ 

V cessairement plu^ grande que -^-^ i de même la dif- 

m D * 

p férencè entçe/-— et ty ne pouvant être plus petite 

w que —jyy .fiera nécessairement plus grande que 7v7y* 
)i si n<^ C'^ au lieU qn*ell» devrait être plus petite. 
^ 123. ^ Voyons présentement de combien chaque 
il fraction de la série -37 > -gr 1 etc. approchera de la va- 

)) leur de la quantité a* Pour cela , on remarquera que 
ii les formules trouvées dans le if 1226 donnent 

Ab+l 



iJd + B 
Cd + B'' 
De^ C 



a r=z ^3—^ — ï7i 



a 



a i±: 



D'e+C 

ih et ainsi de suite» 

c 

r> Donc, si l'on veut savoir de combien la fraction -^-^ 

C 

tt par exemple , approche de la qus^tité a^ ou cherchera 

/^ 

î) b ailFérence entre — ^ et a ; en prenant pour a la quan- 

. . Cd + B 
*> tite g72Tr-g7 , on aura 

C_Oî+£^ C _ BC—C^ 1 

*'~ C' ~ cà^B ■" c ~ tififd^tf) "^ Ci^Cd^if) * 
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31 à cause de BC — CB^^zi (ia8)î or, comme oa 
9^ suppose que ^ soit la valeur approchée dé d, en sorte 
n que la différence entre deti" soit liioindre que Tu^ 
fi nïté (i 18) , il est clair que la valeur de d sera reu- 
11 fermée entre les deux nombres t et /±: 1 ( le signe 
iy supérieur étant pour lé cas ou la valeur approchée i" 
yy est moindre que la véritable d, et le signe inférieur 
)i pour le cas ou l^ est plus grand que d) , eï que par 
y» conséquent la valeui; de Cd^ff sera aussi redEerméa 
» entre ces deux-ci , Ci'+Bf et C(Wzi)-|-^> c'est-à- 

C 

vi dire cnfre 1/ et r/±i C< donc , la différence a~— ^ 

n sera renfermée entre ces deux limites ... * ^ 

^ ç^, ^^^^7^^; d'où l'on pourra juger delà quau- 

C 

M tité de l'approximation de la fifaction ^. 

i3o. W En général , on aura 
a — -17 + 



o = 



B i 



u = 



B' B'iB'c + A')' 
C ,^ :L 

c''^ acd+ff)' 

D i 

Yt et ainsi de suite. 

^ Qr, si on suppose que les valeuts appi-ochées*» , ^, 

*) y, etc. soient toujours prises moindres que les véri- 

» tables, ces nombres seront tousj>ositifs, aussi bien que 

3î les quantités A, c, d, etc. (ii8)i donc les nombres 

)> A, B, Cy etc.,^, B\ C, etc. seront aussi tous positifs; 

D tf où il suit que les différences entre la quantité a «t 



5^ 
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ABC 

>» les fractions -^ , ^ , -75 , etc. seront akernatîve- 

31 inentp<)^itiTes et négatives - c'est-à-dirè que ces frac- 
» tions seront alternativement plus petites et plus 
» grandes que la quantité, âr, 

K) Pour connaître les limites de FapproximatioM, il 
j> faut observer que, comme è>- fi, c'^y, d^i", etc. 
» (Ay/7.), on aura 

Cd+JB'>Ci'+B'>iy, etc., 
ît et comme i<^/8+i,ç<[y+i, d<;^-|-i,onaura 

b<:ff+A\ B'c+A'<:ff(y+i)+^<cf+B', ■ 

Crd+^<^(^+i)^^<:£>'+^, etc.; 
. y> de sorte que les erreurs qu'on commettrait en prenant 

ri les fractions -j, , •»/* 77* etc. pour la valeur dciO, 

. 7> seraient respectivement moindres que 



• 



'ÂFF" BfC* CI/' ®*^ •'. 

» mais plus grandes que 

.1 1 i 

AXB'+^y ^{d+Wy cm+cy * 

yt d'où Ton voit combien ces erreurs sont petites , et 

yt combien elles vont en diminuant d'une fraction à 

^ l'autre. 

ABC 
Ttt Maisilyaplus'.puisquelesfractions-y, -«7, -^/etc» 

n «ont alternativement plus petites et plus grandes que la 
1) quantité a , il est claîr que la valeur de cette quantité 
j> se trouvera toujours entre deux fractions consécutives 
yi quelconques ; or, nous avons tu ci-dessUs (laS) qu'il 
CompL des Élém. d'Alg. 17 
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n est impossible qu'entre deux telles fractions puisse sd 
19 trouver une autre fraction quelconque qui ait un dé- 
if^ nominateur moindreque Tundecenk de cetf deux frac- 
n tiens; d*où Ton peut conclurequechacunedesfractions 
» dont il s'agit exprime la qnahtité a plus exactement que 
r> nfi pourrait faire toute autre fraction quelconque^ dont 
I» le dénominateur serait plus petit que celui de la frafi- 

C 

n tion suivante^ c'est-à-dire que la fraction j^,, par 

D exemple» exprimera la valeur de a plus exactement 

ti que toute -autre fraction — » dans laquelle n serait 
» momdre que //• 

i3i.- t) Si les valeurs approchées m, fi, y, etc., sont 
n toutes ou en partie plus grandes que les véritables , 
9 alors , parmi ces nombres^ il y en aura nécessairement 
D de négatifs (laS)^ ce qui rendra aussi négatifs quel- 
n ques-uns des termes des séries A, By C^ etc. , jf, S^ 
D C, etc. ; par conséquent les différences entre les frac- 

ji ' B C< 

w tions -jy, -^j •—, etc. et la quantité a, Jie seront plus 

Il alternativement positives et négatives , comme dans le 
» cas du numéro précédent ;de sorte que ce^ fractions 
n n'auront plus l'avaijitage de donner toujours des limites 
n en plus et en moins de la quantité a, avantage d'une très 
» grande importance» et qui doit par conséquent faire 
î) préférer toujours dans la pratique les fractions con- 
i> tinues» où les dénominateurs seronttous positifr. Ainsi, 
. » nous ne considérerons plus dans la suite que des frac- 
» tions de cette espèce. 

i3a, n Considérons donc la série 

A B^ e D 
' ^* Jff' C' W' ®^^'* 
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m d^ms laquelle les fractions sont alternatiyement plus 
91 petites et plus grandes que la quantité a ; il est clair 
yf qjOL^on ppurra partager cette série en ces deux-ci : 

ACE 

^ 2> £ 
3r' W' F'^ 

% Laprèmière sera composée de fractions toutes plus pe- 
ï) tites que a , et qui iront en augmentant vers la quan- 
n tité a \ la seconde sera composée de fractions toutes 
» plus grandes que a^ mais qui iront en diminuant vers 
99 cette même quantité, -a 

La marche de chaque série se déduit aisément de 
la suite d'équations qui termine la page â53 et com- 
mence la page â54« £n ajoutant d*abord la i**^ et la a*^ 
la 3* et la 4*» «te. , il vient 

C A_ 1 CW;_ y 
C^lf~'ZV~ff AC ^^^^' 

etc. , 

ce qui fait connaître les difFérenî;es des fractions de 
Ja 1*^* série : celles des fractions de laa*'série s'obtiennent 
en ajoutant la a* des équations citées et la S', la 4' «t 
la 5% etc., ce qui donne 

jy B'~ B'iy a ^W' 

F^ V~ WW' E ~^WÊ* 

etc. . 

a Si lesi^ombres v,^^ i, etc. étaient tous égaux à 
» Funité , on pourrait prouver, compie dans le n* 128 , 
n qu'entre deux fractions consécutives quelconques de 

ï7- 
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n Vune onde rautredessériesprécédente^i il ne pourrait 
n jaraaû se trouver aucune autre fraction dont le déno- 
n minateur serait moindre que ceux de ces deux frac- 
9) tions; mais il n*en sera^pas de mémei lorsque les 
n nombres y> ^> (| etc. seront différons de l'unité; car 
» dans ce cas y on pourra insérer entre les fractions dont 
n il 8*agit autant de fractions mtermécb'a/re5 qu'il y aura 
y) d'unités dans les nombres y — i , ^ — i , i — i , eta. , 
D et pour cela , il n'y aura qu'à mettre successivement 
» dans les valeurs de C et O (126), les nombres i, 

9) a, 5, y— 1> à la place dey; et de même dans 

n les valeurs de D et ZX, les nombres 1 , a^ 3^ . . .^ — 1,' 
9) à la place de i", et ainsi de suite. 

i33. 9) Supposons, par exemple^ quey soit=4> OQ 
9) aura 

C=liB+A et C = 4ff+jf, 

n fractions intermédiaires f qui seront 

S + ^ JkB + A ZB + A 
Jff+A" aBT+A" 3b;+A" 

Y) n est clair que les dénominateurs de ces fractions 
% forment une suite croissante par des différences égales» 
99 depuis >^ jusqu'à C, et les numérateurs, depuis ^ 
9) jusqu'à C'r- et nous allons voir que les fractions elles- 

• A . 

99 mêmes croissent aussi continuellement depiA --p jus- 

C 

99 qu'à -^, eu sorte qu'il serait maintenant impossible 

V d'insérer dans la sâîe 
A B+A qB-^A 5B+A 4B + A C_ 

A' F+7' a^+^" ZB'+A' pqp^''^" C * 

p aucune fraction dont la valeur tombât entre celles desL. 
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fi deux fractions consécutives , et dont le dénominateur 
)) se trouvât aussi entre ceux des mêmes fractions. Car si 
)) " on prend les différences entre les fractions précédentes^ 
» on aura/à cause de BA '^AB = i , 

B^A A__j^ i_ 

B'+A' A! ~ A'iB'+A') * 

qB + A B + A ^ i__ 

2^'+^' B'+A' ~iB'+A'X2B'+Ay 

3B + A iiB + A i 



<l 5B + A _ i_ 

C 5B'^A'^(5B'+A^C* 

A B4r A 
ft d'oùTonvCfit d'abord que les firactioxis --pt jf\^\^ > ^*cr. 

yi vont en augmentant , puisque leurs diflTérences sont 

n toutes positives ; ensuite , comme ces différences sont 

1) égales àrnnité dîvîséepar le produit des deux dénomi» 

n nateurs , on pourra prouver, par un raisonnement ana- 

99 logue à celui que nous avon^ait dans le n*' i a8 , qu'il 

T» est impossible qu'entre deux fractions consécutivea de 

3> la série précédente^ il puisse tomber une fraction quelr 

7) conque —, si le dénominateur n tombe entre les dénô^ 

» minateurs de ces fractions^ ou en général; s'il est plu» 

iï petit que le plus grand des deux dénominateurs» ^ 

lf^ De plus^ comme l'es fractions dont nous parlons sont 

ni toutes plus petites que la vraie valeur de a ^ et que la 

n fraction -^ est plus grande; il est évident que chacune 

9) de ces fractions approchera de la quantité a » en sorte 
» que la différence en sera plus petite que celle de la 

R 

V même fraction çt de la fraction *-b> » ^^^ ^^ trouv« 
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A B ^ 1 

B+A B I 

^'+^' B" ~ (F+Tpr 

^B+A B 1 




1 

{ZB'+A)ff ' 
1 



ys Donc , puisque ces différences sont aussi égales à 
Il Funité divisée par le produit des dénominateurs , on y 
i> pourra appliquer le. même raisonnement. du n** laS^ 

9> pourprouverqa*aucune fraction —-ne saurait tomber 
3) entre une quelconque des fractions -p» WITâ'^ 

1 —nr^—Ti >^tc. . et la finction -77 . si le dénominateur n 
aB'.'^'A Br* 

9) est plus petit que celui de la même fraction ; d'où il 

n suit que chacune de ces fractions approche plus de là, 

)i quantité a que ne pourrait £uTe toi^te autre fraction 

fi phis petite que a» et qui aurait un dénominateur, plus 

*» petit > c'est-à-dire qui serait conçue en. termes plus 

y» «impies. 

i34« *n Nous n'atons considéré daçs le numéro précé- 

A C 

n dent que les fractions inUrmédipire^ entre ~J7 ^^ 77 > 

» il en sera de jnéme des fractions zn$ermédiaires entre 

C E ^ E\ G,. ^ . ^ , 

7> -^ et -^ , entre •= et^ , etc. si 1 , <f ,. etc.j sont ae» 

n nombres plus ^ands que Tunité. 
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» On peut aussi appliquer à l'autre série -—, ^ , 

F 

n 777 9 etc.^ tout ce que nous venons de dire reladrement à 

« la première série -y > 77 » ^*c., de sorte que si les nom- 

7> bres i^, Ç, etc^ sont plus grands que l'imité^ on pourra 

j> insérer entre les tractions -7^ et =, entre 7^ et^, etc., 

9> différentes&actions intermédiaires, toutes plus grandes 
D que 0/ mais qui iront continuellement en dimii^nantj et 
91 qui seront telles qu'elles exprimeront la quantité a plus 
p exactement que ne pourrait; faire aucune autre fraction 
D plus grande que a ^ et qui serait conçue en termes plus 
» simples. 

i> Déplus^ si/8estailssiuh nombre pl^is grand que Tu^^ 
n nité^ on pourra pareilteineiit placer ayant lafraclîon 

B . ,ir ^. A+l !kA+\ ZJ^l 

* "57j ic^ tractions^— -'^— •. ■ " ■ ■■■*>> - , ■■■ _ * , etc. , tus^ 
jd 120 

î) qu'à — - — , savoir,-», et ces fractions auront les 

n mêmes propriétés que les aufr^s fi-actions intermé-- 
7t diaires. 

n Démette manière on aura donc ces deux sujEtei 
7» complètes de fractions converg^ites vei*s la quantité a*. 

Fractions croissantes et plus petites que a* 

• ' II* 

A B^A uBij- A (v—i)B 4- A 

3" S-k-A" aB'+A'.'--"(;^i)B'^Â\ . 
C D+C aD+C (,— ,) p 4- g 

s J'4"-F. , . -_ ^ 

j^> jj»» y p^ i ^tc« ^ ete<.^ etTL > . 
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Fractions décroissantes et plus grandes que a. 
J+i aÀ±\ ZA-\-i (;8-.|)^4.i 



i ' a ' 3 '•••' JZTi ' 

£!' C+B" aC+B' '" •(Ji-i)C'+^ ' 
'D E+D 

# 

7) Si la quantité a est irrationnelle, les deux séries pré- 

V cédentes irontàriniiniy puisque la série des fractions 

V -;? , -^ , "Tv , etc. , que nous nommerons dans la suite 

n fractions principales, pour les distinguer àesficuitions 
7> inUfmédiaires, Ta â^eUe^-méme à riafini (ia€). 
y> Mais si la quantité a est rationnelle et ^gale à une 

n fraction quelconque .-^^ ^nbus ayons vu dans le numéra 

9) cité j que la série dont il s'agit sera terminée, et que la 
7) 'dernière fraction de cette série sera la fraction même 

V -p}) donc cette fraction terminera aussi iiécessàirenient 

s» JiTot des deux séries ci-:dessu8 , maîë' Vautre série pourra 
i> totijoiirs aller à rinËni. 

D En effets supposons que J" soit le dernier dénomi- 

9f) nateinr de la fraction continue; alors yp sera la der- 

w nière des fractions principales , et la série des fractions 
1) plus grandes que a sera terminée par cette -même frac- 

D 

D tion-r^; or, l'autre série des fractiooBphis|)^etite8 que a 



♦ ' » 



V se trouvera natuidktfieatarrétée àltf traction jç, > qui 



If 



DES f LÉMENS D'ALGÈBRE. ''. fl€5 

» 

Ti précède —7 ; mais pour la continuer, il n'y à qu'à 

9) considérer que le dénominateur e y qui devrait suivre 
D le dernier dénominateur ^, sera =00 (120); de 

E . . . Z> 

^ sorte que la fraction -^^ qui suivrait rpp dans la suite 

)t des fractions principales, serait 

ooZ> + C ^ • 

; . ooiy+ cr '^ />' ' 

^ or> par la Ipi des fractions intermédiaires , il est clair 
^ qu'à cause de g =? 00 , on pourra, insérer entre les frac- 

î) tions y7 et ^çyune infinité dé fractions intermédiaires , 

y> qui seront . 

iD+C 2D+C 3Z>+C 

]9^4^* IFhFc^' âDH^' ""• 

^ '•■'■"' ' C • 

7> Ainsi ^.dana Ce cas> on pourra, après la fraction j;rf. 

>w dans la première suite de fractions , placer encore les 
y^ fractions intermédiaires dont nous parlons , et les côh-' 
^ tinuer àFinfini, * 

,..i35. r) Une firacAon exprimée par de grands nombres 
T) étant donnée, trouver toutes les fractions en moind'tes 
îï termes , qui approchent si près de la vérité, qu'il soit 
ii , impossible d'en approcher davantage par desjf/actionSr- 
li plus simples. . ^ 

r> Ce problème se résoudra facilement par la théorie 
^^ que nous venons d'expliquer. 

n On commencera par jéduire la fraction proposée en 
w fraction continue /par la méthode du n** i ai , en ayant 
» soin de prendre toutes les valeurs approchées plus pe-. 
j» tites-qne les vérita]>leâ,pour que les nombres <«, fi, y, etc.> 
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Il soient tous positifs ; ensuite , à l'aide des nombres tnm*^ 
-îi vés«, A y, etc., on formera, d'après lesformules du 

jé B C 

t» n* laS , les fractions ~j? • "o/» 7v > «te. , dont la der- 

« nière sera nécessairement la méme>qae lafiraction pro- 
Tn posée, parce que , dans ce cas , la fraction continue est 
n terminée . Ces fractions seront alternativement plus pe- 
if tites et plus grandes que la fraction donnée, et seront 
9» successivement conçues en termes plus grands ; et de 
Y* plus , elles seront telles , que claeune de ces fractions 
n approchera plus de la fraction donnée , queneponnait 
yi faire toute autre fraction quelconque qui serait conçue 
T) en termes pl\is simples* Ainsi on aura par ce moyen 

V toutes les fractions conçues en moindrestermes que la 
91 proposée, qui pourront satisfaire au problème. 

V Que si on veut considérer en pacticnlier les fractions 
H plus petites et les fractions plus grandes que la pro- 
r posée , on insérera entre les fractions précédentes au- 
9)* tant de fractions intermédiaires que Ton podna , et on 
9> ei> formera deux suites de fractions convergentes , les 
n unes toutes plus petites et les autres toutes plus grandes 
Tft que la fraction donnée (i3fl, i33 et i54) ; chacune de 
» ces suites aura en par^cnlier les mêmes propriétés que 

y> la suite des fractions principales-^, -^, -^, etc.; car 

V les fractions, dans chaque suite, seront successivement 
n conçues en plqs grands termes, et chacune d'elles ap* 
ti procheraplus de la fraction proposée, que ne pourrait 
71 faire auctnie autre fraction qui serait pareillement pks 

V petite on plus grande que la proposée , mais qui serait 
» conçue en termes plus simples. 

y* Au reste, il peut arrîver qu'yse des tràciÛ<mBintermé^ 
rt diaires^'une série n'approche pas si pirès^e la fractioit 
» donnée, qu'une des fractions de l'autre série, qaoiqpiai 
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^ conçne en termes moins simplesqùe celle-ci; c'est pour* 
ï) quoi il ne convient d'employer 1^ fractionsintermé* 
» diaires , que lorsqu'on veut que les fhictions cherchée^ 
19 soient toutes plus petites ou toutes plus grandes que la 
i> fraction donnée. 

i36. n SniyaotLaCaille^ Vannée solaireestde 365^' 5^ 
t) 48^ 49% et par conséquent plus longue de 5* 4^' 49" 
n que l'année commune, qui est de 365^; si cette différence 
n était exactement de six heures, elle donnerait un jour au 
)i bout de quatre années communes ; mais si on veut sa- 
n voir au juste au bout de combien d'années communes 
n cette différence peut produire un certain nombre de 
» jours ^ il faut chercher le rapport qu'il y a entre 24* 
n et 5* 48' 49''; oa trouve ce rapport = H^ff ; de sorte 
9> qu'on peut dire qu'au bout de 86400 années com- 
» mnnes , il faudrait intercaler 20939 jours pour les ré- 
39 dnire à des années tropiques (*). 

:f% commet le rapport de 86400 à 20929 est exprimé en 
9> termes fort grands, on propose de trouver en des termes 
n plus petits des rapports aussi rapprochés de celui-ci 
» qu'il lui est possible. 

*> on réduira donc la fraction HlH en £ractîon con- 
1» J|nue par là règle .donnée dans le n^ 121 ^ qui est la' 



^ 



{*) On appelle année solaire ojxannée tropigueVes^ce de temp* 
qn'il fant pour raifiener la: terre 4^i^8 la vfkéme pàsUlom à l'égard du 
soleil. Les astronomes ont conclu des oluerrations , que cet espace 
€St de 365 jours 5 hei/res ^ minutes 49 secondes ; et il suit de là 
(p'aa bout de d65jQni9, on à^une année eiidUy ii s'ea fant-da. 
5 hearcs 48 minutes 49 secondes que la terre n''ait acheva sa réTo-> 
lotion autour du soleil. Ce complément se trouve compris dans 
r«miëe snivante. SHl était précisément • de 6 lieures , 4 '«isolations 
lemplixaient 4 «ns ei on jour. 

Lies jours qu'on ajoiïte pour accorder les rvYoIutions de la terr^ 
a^ec les années «ÎTiUs, s'appeUentjovfs intcrçalairvs , ou iniçr^ 
^alationS' 
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V mémeqae celle qui sert à trouver le plusr grand comnnat 
T» diyisenrde denxuombrea donnés: on aura 



aogag 



8S400 
83716 



a684 



90939 
18788 



âi^i 



fl684 
ai4i 



543 



1:= 



1639 



5ifl 



3=/ 

54311=1 
Sifll 

3i|5i3 

«if 
" iBl3i 
16 

t5 i6Ii=r 

1 i5jr5t=» 

o. 
9 Connaissant ainsi tous Iesqnotîenstf,)8^ Vy etc. > on en: 

n formera aisément la série -7, •-».» etc. (ia6) de^ 
i> mamère smvante : 



3, 



iff. 



i5. 



^ «9 32, J_tj| 161 >7oi >gB5 55f>9 ft64.»o 
»' 7 ' » > 31 > *3T> 655^ «94 » Tm* TôSas* 

« OÙ Ton Toit que la dernière fraction est la même qnr 
» la proposée. 

D Pour faciliter la formation de cesfractionsy on écrira 
V d'abord> comme je viens de -le fairci la âuite des quo^ 
ï> tiens 4> 7> 1/ etc., et on placera au-dessous de ces- 
9 quoticns les firactions j,^,^, etc. , qui en résultent. 
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» La première fraction aura toujours pour numéra- 
^ teurle nombre qui est au-dessus , et pour dénomina- 
» teur l'unité. 

n La seeonde aura pour numérateur le produit du 
yf nombre qui y est au-dessus par le numérateur de la 
» première, plus l'unité, et pour dénominateur le 
39 nombre même qui est an-dessus. « 

>î La troisième aura pour numérateur le produit du 
n nombre qui y est au-dessus par le numérateur de la se-. 
n conde/plus celui de la première, et de même pour 
» dénominateur le produit du nombre qui e8tau-des3urf 
» par le dénominateur de la seconde, plus celui de la 
j» première. 

n Et en général (d'après la règle du n*> laS) chaque 
Jî fraction aura pour numérateur le produit du nombre 
» qui y est au-dessus par le numérateur de la fraction 
j> .précédente, plus celui de Tavant-précédente , et pour 
jî dénominateur le produit du même nombre par le dé- 
» nominateur de la fraction précédente , plus celuide 
j> Favant-précédente. 

" Ainsi, 2sz=y.4+i^ 7=7, 33=1.39 + 4, 
» 8 = 1.7+1, ia8 = 3.33 + fl9, 3i =3.84-7, «t 
» ainsi de suite. 

n Maintenant on voit par les fractions f, ^, ^^ etc 
7> que rintercalation là plus simple est celle d'un jour 
n dans quatre années communes , ce qui est le fon- 
w dément du calendrier julien ; mais qu'on approcherait 
« plus de l'exactitude en n'intercalant que sept jours 
» dans l'espace de vingt-neuf années communes , ou 
.H huit dans l'espace de trente-trois ans , et ainsi de 
» suite. ' f 

jï On Toît, de plus, que comme les fractions 4, ^ , M 
1) #ont alternativement plus petites et plus grandes que la 



X 
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» fraction HJJf ou gTTgbry . l'î^tercalatî^^ d'un jour 

fi sur quatre ans sera trop forte, celle de sept Jours sur 
D vingt-neuf ans trop faible ; celle de huit )ours sur 
ry trente-trois ans trop forte , et ainsi de suite ; mais 
)) dhacune de ces intercalations sera toujours la plus 
» exacte qu'il est possible dans le même espace de temps» 

y» Or, si on range dans deux séries particulières le» 
n fractions plus petites et leâ fractions plus grandes que 
9» la fraction donnée^ on y pourra encore insérer diffé* 
A rentes fractions intermédiaires pour compléter les se- 
n ries; et pour cela on suivra le même procédé que ci- 
9) dessus, mais en prenant successivement à la place de 
9) chaque nombre de la série supérieure tous les nombres 
n entiers moindres que ce nombre (lorsqu'il y ep. a). 

D Ainsi, considérant d'abord les fractions croissantes 

4> »# ^9 *> »5, 



T> S f 39 ■» 6 94 * Ae9aj)> 

D on voit qu'à cause que l'unit^ e^ an<*dessus de la se- 
9) conde , de la troisième et de la quatrième, on ne 
91 pourra placer aucune fraction intennédiaire,ni entre 
yt la première et la seconde, ni entre la seconde et la troi- 
1» sième , ni entre la troisième et la quatrième ; mais 
n comme la dernière fraction a au-dessus d'elle le 
9) nombre i5, on pourra entre cette fraction et la précé- 
9> dente, placer quatorze fracjions intermédiaires , dont 
9) les iiumérateurs formeront la progression par diiTé- 
19 rences a865-+-5569,a865-|-fi.55G9,a865+3. 5569,etc. 
9) et dont les dénominateurs formeront aussi la progres- 
9» sion 6g4+i349 , 6g4+a.i349, 694+3.1349, etc, 
91 Par ce moyen ,. la suite complète des fractions crois-» 
I) santés sera 



DES ÉLÉMEN5 D*ALGÈBRE. 




yt Et comme la dernière fraction est la même que la 
n fraction donnée^ il est clair que cette série ne peut pas 
*9 être poussée plus loin. 

•ff De là on voit que si on ne veut admettre que des 
I» intercalations qui pèchent par excès , les plus simples 
n et les plus ercactes seront celles d'un jour sur quatre 
n années^ on de huit jours sur trente-^ois ans » ou de 
1» trente-neuf sur cent soizante-*un an , et ainsi de suite. 
9 Considérons maintenant les fractions décroissantes 

"ji Z\ f Ii5â » 434.9» 

?i et d'abord > à cause du nombre 7 qui «st au-dessus 
p de la première fraction , on pourra en placer six autres 
7>' avant celle-ci ^ dont les numérateurs formeront la pro- 
7) gressionpar différences 4+^ % ^ «4+1 > S.^+i» ^^c., et 
n dont les dénominateurs formeront la progression 1 , 
n a, 3^ etc. ; de même^ àx:au5e du nombre 5, on pourra 
i> placer entre la première et la seconde fractions , deux 
m firactions intermédiaires ; et entre la seconde et la troi- 
Y» sième j, on en pourra placer i5 « à cause du nombre 1 6 
yt qui est au-dessus de la troisième ; mais entre celle-ci 
9) et la dernière on n'en pourrait insérer aucune ^ à cause 
n que le nombre qui est au'^lessus est l'unité*. 

n De plus ^ il faut remarquer que comme la série pré- 
V cédente n'est pas terminée par la fraction donnée^ ofn 
n peut encore la continuer aussi loin que Ton veut^ 
n comme nous l'avons fait voir dans le n? i34< Ainsi on 
9 aura cette série de fractions décroisssantes^ 



V 
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5 9 is «▼ »JL il iâ M,15 iiLl jyia 4i£ lu, ILE 
011 lojAiftSS ijiiji 2AtI i^^^ IX^ •o^^^' »»•' 

t»i> "»^> "3oT> TÎT* Ti» > 4a4 » 47o > TÎT* 53« » 
ft^S» ftSi^ »7o* R5B? âlâM 2JMÂ1 *6,iy69 351169 

437569 pte 
TosïÎ4> ®'*^'» 

9) lesquelles sont toutes plus grandes que la fraction pro* 
D posée , et en approchent plus que toutes autres frac- 
n tions qui fraient conçues en termes moins simples. 

D On peut conclure de là que si on ne voulsdt avoir 

)i égard qu'aux intercalations qui pécheraient par dé- 

* Vi feut, les plus simples et les plus exactes seraient celles 

D d'un }our sur cinq ans , ou de deuxjours sur neuf ans , 

yi ou de trois jours sur treize ans , etc. 

î» Dans le calendrier grégorien , on intercale seulement 
ri quatre-vingt-dix-sept jours dans quatre cent^années; 
ti on voit par la table précédente qu'on approcherait 
Y) beaucoup plus de l'exactitude en intercalant cent neuf 
ï) jours en quatre cent cinquante années, w 

Tous ces calculs , dépendant de la durée de l'année, 
sont liés aux progrès de l'Astronomie, et Ion trouvera 
dans le Traité d' Astronomie de M. Delambre , ce qui 
résulte de l'état actuel de la science. 

137. tt Nous avons déjà donné (laB) la fraction con- 
j) tinue qui exprime le rapport de la circonférence du 
j) percle au diamètre, en tant qu elle résulte de la frac- 
n tion de Ludolph ; ainsi , il n'y aura qu'à calculer da 
» la manière enseignée dans l'exemple précédent, la 
y) série des fractions convergentes vers ce même rapport 
D laquelle sera 



>• 



bk» ïIlëmens d ÀbÉBRÉ; hji 

Bi ^, i5, i, 29a, i> i, I, a^ 

k i±- IM, 355 103993 1043A8 aoé34?. 3ia689 833719 

ii 3, ii i4> ûi !• 

364913 ' i3tioij»o> i7fld033^ â65«o5g»> 5a7 46i9T> 7gaM7T5"> 

i, a, a, a, a^ 

anS579^ly >P6»P&6_S9fi »54949,i-779 6<K7 95o4.SA >48«g3g>ft o> 
J3ioos97^> 54o«tfft? ji > 8 1 » 5»«43rr J 1 9 6331 96o7^ 473816 7 651"! 

ai 05 3.? 43 ^4 1 W8S36 6ai653T 358 778577f)aé3 B37ii5l9Qa 7 3 4 
«7oi487ab9 > 567663097408 >li4^oft768ao7â>i 705^077944 J> 

«95 8-93.7 7 68 957 i »9T55ai 85a6789 4a8aaAfi933AQ '<ni 
ft85i7i«46i558> 44485467 74>ft8aa » i3bj|o8iai^7bii7 > 

»3, li 4, 

^■7o6674r93 aof 774^ 6t3ii8995*54»7o45 3oa 46»73o337359 S i 
Î8ia9i04Î'lliâ74> 7d5aH9iiâé8449i> ^Ci7Uf7»é\b^3S ui 

Or, 6, 

•666a744S&9aJj;;8»7 . 43ooiôa46fif tofiflaf.t 
lkUo8i746a3389i67 > 136V7 67354671 /7:)40 * 

6^ '; i. 

• •6 466931 àSi 39304345 3o7ffyo4674 7^o37 35«8. 
84.a4685874a65i3ao7 * "STÎITS 3 a a f &3 7 o ^4 7 * 

V) Ces éràctîons seront donc altematiyeliient plus pë^ 
yi tites et jplus grandes qne lè vrai rapport de la circon^ 
h férence àù diàinètre, c'est-à-dîre que la première | 
ff sera plus petite y la seconde ^plus grande, et ainsi^de 
v suite , et chacune d'elles approchera plus dé là ve~ 
9> ritéi que 9e pourrait faire toute autre fraction qui 
9) serait exprimée en termes plus simples , ou en gé-^ 
D néral , qui aurait un. dénoiuiiiatèur moindre que le 
h dénominateur dé la fraction SuiVante ; de^ sorte que 
yi Von peut assurer que la fraction f approche plus de 
ri la -vérité qûénç petit faire aucune' autre fraction dont 
il le dénominateur serait moindre que 7, de inémé la 
n fraction ^ appirochefa plus dé là vérité que totité 
b autre fraction dont le dénominateur sefait ihoinârè 
b que io6> et ainsi des autres.^ . ^ . ^ 

C(mipl.dfis Élém. (ÏAlg. ^ t8 * 
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91 Qnant à rerreur de chaque fraction , elle seratoii^ 
7t jours moindre cpie Tunité divisée par le produit du dé- 
p nomînateur de^cette fiactioii par celui de la fraction 
n fiuitante. Ainsi^ l'erreur de la fraction f sera moindre 
1) que Y y celle de la fraction ^ sera moindre que ynôê * 
ri et aiûsi de suite. Mais en même temps Terreur de 
n chaque fraction sera plus grande que l'unité divisée par 
rt le produit du dénominateur de cette fraction par la 
n somme de ce dénominateur et du dénominateur de 
n la fraction suivante; de sorte que Teireur de la frac- 
yy tion ^ 8€ta plus grande que J , celle de la fraction^ 
^ plus grande que TTn?^ et ainsi de suite (xai). 

9) Si on voulait lùaintenuit séparer les fractions plus 
r . petites que .le rapport de la circonférence au diamètre, 
1) d'avec les plus grandes « on pourrait, en insérant les 
9) fractions intermédiaires convenables, former deux 
n suites de fractions , les unes croissantes et les autres 
p décroissantes vers le vrai rapport dont il s*agit; on 

D aurait de cette manière 

* • • . 

rt- *- t L *•- circonf. 

Fractions plui petites que ^^ — j-. 

1 •! 11 M 1> il3 iii ilZ JLZl *2JL î*2. &ii 151 

•M 5JJ. 2M iil ??>» i39 > t753 aïo» •JSS «.i.-* 
"5a * Tr> îo?> tT9> Us* > 445 > ^5T> ^Ti > Tiu > ^^^ 

Fractions plus grandes que -jr—^, 

à î. It 22.US. Il ÈS. 3Jji5 1^43 4.8 Si «889 ii464of 
S4l9_8ji. llS£ii5:« ie57oyo65 4li5.S7Sft7 I4»05ft48lfg _x^ 

n Gbaqoe fraction de la première série approche plua 
I» de la vérité que ne peut faire aucune autre fraction 



/ 



If é^cprimée en termes plus simples, et qui |>éGWdif 
*i aussi par défaut ',^et chaque fraction de la seconde^ 
il série approche aussi plus de la térîté que lié peut 
» faire aucune autre fraction exprimée en termes phi» 
^ simples et péchant p^b: excèsv 

ih Au reste , Ices sériée deviendraient fort prolixes > 91 
i* an voulait les pousser aussi loin que ûou's aVôïid' 
D fait â Yé^d d;ea fractiont. priticipaleB .doimées ci- 

m dessus, n . 

\ ■ * • 

i3&. Ap!rès les exetnples tn^dosstiy^'l'es >Wtctii!9 

'tTôuyerçnVftanâ peim ie» àiyétpe^ vakura 4^^dcllées 

•de v/a, 



M- . • 



J • J' 



i 3 y 17 4» 
T> SI 5> i&> a 9^ 



7o>' TbT> 



été. ; 



t > y 



^u moyen de la fradâott continue 









tJne semblable fraction , dansïaOûelle les â^nomïha* 
reurs sont toujours les mêmes > ou revièhnenf dans lin 
certain ordre, se noinme^acfzo/i comtiftue périodique ^ 
let peut toujours être regaiadé,e ^otaivé'WVacine d'Iind 
>èq[uation du second digi^. ' ^ '^ •* 

.< ■ " '\' ' 
Soîtla fraction. a •+-T,i ^ . . ., 

■ 

ten la ïFaisant égale à â;^ on aura r 



t 





- v^ 



Vi 



1 f 



'»• y, 



)$. 



9 ^:^en larjac:^ rpr . r-_:*sdiTuec parler 

» ^:(r ^^^r=z Ci cectr £:2ctk?n par gbIb' 

T ±zi%9ztt. A-i^, VcrrtïZ'dc la 6acdo- 

T cw * . ot-î i< U£ractiaa"serair 

9 c: a' ^ 5* <^te. >lû en BMiae 

T ciiTTî trartiriiserapl^i^a^le • 

T jf 3r>l- -Z i-z ûi-acdînal^Br de 

T jczzzLt Gs es iV'Vï^i^'afiT t 

T La f:ac6:x fciÎTasûe; deaDrtp 

9 îîrŒ ^ «C* r'"^** cajodp qc . 

9 pc» zraoàeçBeTTTT. et 

r >î£3rii^w5jeia3i>ortd . 



T C 



•■• 



Frac: 



X Si il ii 



A Z 1 



de' 



^xÉBRJF. «29^ 



le fraction pé« 

t 

ion du second ie^ 

ne fraction continue 

la roçtbod« donnée 

équations par appro»r 

iple par rapport à Inéquation 
j+af-rai — 1 = 

Zn faisant «==a+ - > il wntj, 

■^=^0, ou (y— 6)y'-^=<î>> 

^ ^qiielle on recoî?naît sans peine que 
î^^is entre b et 6+1 ; et pos^t tn 

^"^ -^ ^^ on tïouYQ encore 

m/ 

^^^ ét^rit donc toutes semblables , b sera 

approchée de chacune des inconnues y, /^ 

' ^ fr ^^ aura par conséquent pQur x la pre- 

des jetions continues littorales posées dans la 

précèdent. 



^vi 



X ' 



/ 



ty6 COMPLéMËNt 

Le nombre des fractions intégrantes étant iUImîté , il esf 
évident qu'on peut substituer encore jp— à à Tensembla 
des fractions qui suivent la première > en sorte qu'on 



aura 



, â*où il suit 

équation de laquelle dépend Tinconnue x , qui repré** 
•ente la fraction proposée. 

Si Ton fait & s da , l'équation cinlessus deyiefit 
^—a^— -1 SIC; et la fraction 

x^sia -f ,1 

' aa + etc. 

43onne la 'valeur de {/a*+i. 

Quand a = t ^ il vient x 1=3 [/û, ce qui justifie Veji^ 
pression indéBnîe rapportée plus haut* * 

Soit encore la fraction continue 



« • 



j • 






"^.c + etc., 

* ' • * 

dont la période embra«ie delix fraction^ intégrantes ; 
on aura, dans ce cas, 

' .^c + fetc. , 
et on substituera x«^<t* au lieu de toutes les fraction» 



'^**5% 



1>ES ÉtéMEN$ D*ÀtGÈBRE.. 
çnî svitent la seconde ; il tiendra 



•7? 



x-<»^as= 



*+ 



C^X^^dt 



dont 0n tîrera 

Il est facile d'étendre ce procédé à telle fraction pe« 
liodique que ce soit^ ^ ^ 

139. Réciproquement 9 une équation du second de-«^ 
gré étant donnée , on en tirera une fraction continue 
périodique, en lui appliquant la roçthode doilnée 
(^Élém. âai) pour résoudre les équations par approxi«< 
|nation« 

L'opération est bien simple par rapport à l*6juatioxx 
a;*-p-(2a— i)x+ ûf^^^i — 1 = 

du numéro précédent. £4. faisant, a; :;=a-|- -^ , iLyient^ 
#près les réductions, 

--+-^1=0, ou Çy— % — i=Q,/ 

équation d'après laquelle on reconnaît sans peine que 
y doit être compris entre b et b-^'i ; et posant en 

conséquence ^ :;= t -j- -^^ on tsouYQ encore 

X^es transformées ét^rit donc toutes semblables ,& sem 
Ja* yaleftr approchée de chacune des inconnues y, y', 
y" . . . . , et Ton aura par conséquent pour x la pre- 
jjiière des fractions continues litt^ales posées dans le 
aiusiéio précédent*. 
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Pour la démonstration du cas général de la propo* 
aition ci-dessus , )e renverrai aux Additions â r Algèbre 
d*£uler, p. 47^» ^^ ^^ Traité de la Résolution desi 
Équations numériques , par Lagrange ^ a* édit. , p. 5^ 

De quelques autres transformations des fractions. 

i^o. On a vu dans le n^ lai qnelafrac^n contmua 

A 
^ équivalente au nombre fractionnaire -^ « s* obtenait de la 

n^ême manière qu'on procède i la recherdie du plus 
grand oommua diviseur, c'est-i-dire en divisant A 
par By puis B par le reste C, puis ce premier reste C 
p4ur le 8^<)Qnd D , et ainsi de suite. On peut, an lieu de 
prendre à chaque opération partielle un nouveau divi- 
dende et un nouveau diviseur» diviser le premia? nombre 
^par B , puis parle reste Cde cette première diviâion, 
puis par le reste C Ae la seconde, et ainsi de suite. On 
obtiendra, d'après ce procédé, une espèce de fractions, 
convergentes, remarquées d'abord par Lambert^ et 
traitées depuis par Lagrange, dans le volume des Débats 
de t École Normale^ et dans le 5* cahier du Jounud de 
l'École Pofyiechnique, 
Si l'on fait successivement 

J = mB + C^ 
À = nC 4- C» 
A = n'C 4- C, 
A = n'C-^ C, 
•te. , 



va. «9 Réduira, 



A , -C 
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J C" 

n 

u 
etc. ; 

cToù Ton eondura ces divenes talean» 

^ ■ C 

5 = » + r 

5 — "*"*■ 5i " 5ii» 

S' ~ "* "^ 5^ ~ lï^' "♦" 5^ ' 

A .A A ,_d è_ 

etc. 

La fraction «^ est ainsi trans&rmée dans une sntte 

Convergente ; car il est viisible que les guotiensn^n'^n'^^etc. 
yont en croissant^ tandis que les restes Ç, C C^ etc. 
diininuentsans cesse : onyoit^ de plusj qye cette série doit 

A 

•"arrêter toutesles fois que le nombre -^ est rationnel. En 

effet, Li suite des divisions prescrites par le procédé 
ci-dessus conduit nécessairement à un quotient exact ^ 
lorsque A et B sont des nombres entiers, puisque les 
restes diminuant successivement, on doit finir par en 
trouver un égal à Tunité quand les neutres A elB sont 
premiers entre eux. 

l4i« Si Ton prend, au lieu du nombre fraction- 

A^ ' . C 

^ce -g', la fraction, proprement dite ^^ dans laquelle* 
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oa 



B = nC + C, 
B^n'C + C\ 

etc. 
^*txù Ton tirera succeasiyemeiit 



b' 

etc, 



i 

I 
n 



' Bh"^ 
C 
B^^ 

Bnf* 



C 1 c 

B ~ n Bn' 








Cl 1,1 


G* 


B n itn' ' i^n'a' 


Bna'a^' 



etc. 



Toutes les fractions partielles de ces résultats, exr%, 
cepté la dernière , ont pour numérateur l'unité. Cette 
dernière donne toujours Terreur qui résulte dç ^ensemble 
des autres. Il est facile de conclure de là que les valeurs 



u** n 



nn 



n an! nn'n: 



l'TV 



etc. 



sont alternativement pins petites et plus grandes que là 

. C 
fraction -rr , en supposant toujours les quotiens n, n% 

n*, etc. , pris comme en Arithmétique. H serait facile de 
trouver les modifications qu'apporteraient dans cette 
conclusion et dans Içs signes des fractions partielles j, des. 
quotiens pris tantôt en excès et tantôt en défaut; lescon* 
sidératîons analogues développées dans le n^ ia4 me 
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dispensent d'entrer ici dans aucun détail à cet égard ; je 
me bornerai, à faire remarquer que Ton aura une' 
approximation plus rapide^ en prenant toujours le quo- 
tient au plus près , soit én-dessus , soit en*-dessous. 
Je ferai encore remarquer que Ton peut obtenir» 

pour le nombre fractionnaire -5- , des expressions sem- 

blables aux précédentes, en substituant celles-ci à la 

C A C 

place de -^ dans l'équation ^=^»»+ ^t 

Si Ton applique ce qui vient d'être dit à la fraction 
•rnfe, on trouver^ 

887 i^ 1 1^ 

;io3~^ 5"'*5.47 5.47. 5ô 

+ Ji L- . 

^5.47.50,367 5. 4f. 50.367. 55i 

1 . 

5.47.50.367.557*1103' 
On peut employer aussi ce procédé pour obtenir de^i 
valeurs approchées de fractions décimales, en ayant 
égard à ce qui a été dit au commencement du n'* iSa5, 
Si l'on en fait usage pour déduire de la fraction î~|^, 
des valeurs^pprochée^ dp \/a, on trouvera . 

En partant de la fraction de laquelle dépend le rap- 
port de la circonférence au diamètre (ia$) , et prenant 
les quotiens au plus près (i23), il vient 

"diamèt, 7 -7.113 7.113.4739 



+ 



7.113.4739.47051 



- + etc. 



t 



I! 
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i^d. On a fait voir, daii3 le ,ix^ loS, qpi^en àkU 
goantpar 

é^ B C D ^ r 

jt' T" V' W* F' F'* 

la SHÎte des fractions convergentes vers la quantité a^ 
déduites de la fraction continue équivalente à cette^ 
cpiaotitéj on avait ' 

D C_ _j_ 
E D i 

il en résulte^ pour a^ cette suite de valeurs ^ de p}Uf; 
«n plus approchées ;. 

A 



■7 + 



I/-JL»/ I. 



A'B 






•te, 

ce qui offre encore une transformation de Téxpres-*- 
sioui de a en série convergente, finie si a est rationnel, 
et infinie dans le cas contraire. 

r Cette dernière transformation est d'autant plus re- 
snatquable , qu Euler en a tiré un moyen de convertira 
fO fraction continua toute sé^e dontlea terjwes sontalr^ 
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temativement positifs et négatifs. {Foyez le chap» XYIDl 
^eVfntroducàio inAnalysin infinitorum»} II y est reyenu 
depuis j -dans a^ volume de ses Opuscula analytica 
(pag. i38); mais ces redierçhea sont trop compliquée& 
pour trouver place ici» 

143^ On peut généraliser la réduction des fractions 
ordinaires en fractions décimales ^ en se proposant dç 
convertir une fraction quelconque en une«utre d'un dé- 
nominateur donné. -^ étant la première ^. et b le déno- 
minateur donnée la seconde aura évidemment pour nu-^ 

hC 
m ératçur le quotient-^ évalué en nombres entiers. Si 

l'on représente ce quotiçnt par n et le reste par C, on» 
H exactement 

bC . C ., ^ C ». C 

^-«4-^, doù ^^^+55> 

et pounuivant ces ditisipas,. on arrire à 

iC _ , _r <^ ^ _ »' _i. ^ 

etc. , 
ifésultats desquels on tire 

à n , e 

C_/t n' ' C' 
Ç__n n' n' C 
etc. 
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. L'application des raisonoemens faits en Arithmétfqu^ 
•nr les fractions décimales . conduit facilement aux con-s 
séquences que fournissent les expressions cr-^essus ; et 
les çonstdévations qu*on y a développées dans le n^g/, 

montrent en particulier que si la fraction -^ est ration-. 



«^ 



£ 



nelle , les quotiens n, n\ n"', etc.. doivent néces34irement 
avoir des retours périodiques,, 

i44* ^^s diverses transfbmiatioBB dont )e viens d^ex^ 
poser succinctement les principes, s^ déduisent d*^ 
réqiM^tion. 

C c 

qu*OA obtient en comparât deux fractions -ô ^^ x P^^C 

connaître leur diG^érençe, dont le nmnéra^eur est alors 
«xprimé par D. ' 

1®. Si Ton veut, en supposant. le namérateur r == i,. 
frouverpour b un nombre entier tel, que ta différence^ 
D soit la plus petite- possible , iV est» visible qu'ii faut 
faire b égal au quotient du dénoQiinatenr B par le nu-^ 
mérateur C\ et désignant ce quotient par /i, p^ retomba- 
fur réqn^tioa 

C _i _£ 

C" 

trouvée dans le n^ i^i • Traitaqt de çiême la fraction ~ 

et les suivantes , on opérera la ti^ansformation indiquée 
dans ce numéro. 

A*'. . Il est visible, qu'en sedonnant le dénominateur, on. 
tombe sur la transformation du numéro jprécédent. 

3^ £nfin si, laissant les deux termes de la fraction^ 

T indéterminés , on parvenaft à découvrir la pjbus petite. 



Yaleur dont ils sont susceptibles en tertu âë réq[aàtioa 

Cb — Bc = ±ii 

dansla(|uelb D est le plus petit possible^t^n l'eprodiiiraïf, 
dans un ordre inversé / les fractions convergentes gui 

C 

résultent de la fraction continue équivalente à ^ Cela 

«st évident pal^ les équations • 

DC -^ CET = i , , 

Eiy — JD-E' = — i, 
etc. , 

é • A È a 

âéduHes dé la coniparaisoii des iëractions «-r^, -^^ -^^ 

^ y etc., dans le n^ 128 ; car la dernière de Ces fraction^ 

étaot la proposée, l'avani^etniètie seta identique aved 

r . ^ c* 

T. ; faisant ensuite^ y;&'-^ bc' == db 1 , la fraction jj , dé- 

• » é ' . 

terminée commis t , sera nécessairement l'antépénul- 
tième convergente, et ainsi de suite; 

"Ceat sur tes rapproclifemens qu* est fondé Î*e5^cellent 
Mémoire de Lagrange sijr la transformation Hes frac- 
tions ; on y trouve les moyens d'obtenir les nombres i , c, 
b\ c'\ mais comme il ne contient pas toute la théorie 
des fractions continues , j'ai cni dé Voir emSôre pté-^ 
férerlé texte dé ëés'AéSimUs à tJélgèbrè ttEûler, 
qtiS) pt^^c^omplëts'sel'îe d'^iHeiirs miétiTt aVèc les di- 
vers ouvrages où l'on traite des fractions côhtinoes. 
Les lecteurs que cette matière peut iAtéresser auront à 
fïonsulterj 
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Les Œuvtes de ÏVolUs; 

Descriptio automati Planetarii, (Envréa d^Jtaygens \ 

h* fntroductio in Analysin ihjînitorum , d'EuIer ; 

Plusieurs Mémoires de l'Académie de Pétetsboorg 
i^AncUns Cojiim, , tom. IX et XI ; nouveaux^ tom. IX^ 
XI etXVIII, Actes 1779, V* partie); 

Ceux de TAcadémie de Berlin (années ijGj , '7^8, 

Ceux de 1* Académie des Sciences de Paris (aim*- 
177a, !'• partie); . , 

Le fl* volume des Élémens d'Algèbre, d'Euler; 

Les Opuscula anàlytica^ d*£uler; 

Le Traité de ta Résolution dès Équations nunïé* 
tiques, de Lagrange; ^ 

La Théorte des Nombres, de Legendre; . 

Et ehfiu le 5* cahier du Journal de lÉvôle Pofy^ 
technique^, 

* rf • / * • ' ^ 

V 

Notions- gétUraUs eut tJlnaly^e indéterminée^ 

145. Lorsque renoncé d^nne cJUestidn fournît Inôiil» 
* d^équ^tions que d'inconnues , dette question est mdéter"* 
minée'^ parce ^*élle est susceptible d'un nombre infiuî 
de solutions. S'il., s-agissait ^ pjtr exemple , de trouvet. 
deux nombre» dont la sonune. fiit égale à 10 ^ on amait 
lequaUpa 

• •• <•■.>»(.. . i. 

^t 'q)^^?)|q^f| Valeur quW donnât ày; on e» tr0uveraitiin|ft 

pour xf ^^^ ei) fe.^o|?nai](t'^ ne prendre pouri'uD? et . 

Taptra dç ^çes ineo^mpies que lâesi hombres «e&tiers pc^V^ : 

tÛîi » il i^s^ i^a^fBkV i^'on ne pe^t avoir qu& Jl^s Qeuf soI«^ . 

« = 9> 8, 7, 6, 5, 4, 3, a, 1^ 
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%l les quatre dernières ne doivent pas être regardées 
comme différentes des quatre premières» puisqu'il suffît 
de changer x tny pova rendre celles-ci identiques avec 
les autres. 

L'exclusion donnée aux nombres négatifs et {raction- 
naîres ne limite pas toujours le nombre des solutions 
des problèmes indéterminés ; radb il &ut souvept re- 
courir â des artifices d'analyse très remarquables , pour 
ne tomber jamais que sur des valeurs ^entièrfss et posi^ 
tives des inconnues* 

L'équation du premier degré i deux inconnues peut 
Ctre représentée par 

ax + by^c, 

a, hy c, étant des nombres entiers donnés. Il faut qu« 
les deux premiers, a et b, n'aient aucun facteur commau, 
à moins que ce facteur ne le soit aussi du troisième. Ea 
effet, si on avait 

a :=: km, b zrz kn y 

■ '1 • - 

il en résulterait 

c 
ft/îw? + Any = c on mar+7iyi=7r -^ . 

et il serait par conséquent impossible que x ety fussent 
des nombres entiers , si c n était pas divisible par k\ 

L* équation ax + &y = t? ne demande aucune prépa- 
ra^on, lorsque Tun des coefficient a ou i est égal à 
l'unité ; car s<>it â;=: i , on a sujCr-le-chau^» 

et ne pren^iït potir jf quetles aoneibres entiets , on n^eil 
trouvera non pbn que de tels poi^r ;r. 

14s. Occupons-nous doncdu cas généra) j et sùppô-* 
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sons -iqne dans Véquatioii ax-f-&y=:cy on kiià^h 
Soit ma le plus grand des multiples de a que puisse con- 
tenir bf en sorte que fr=ina -^r^r étant moindre que a^ 
il viendra 

ax'^^rni^ '^ ry:=ic, ou aÇ^x^my) -J- ry=:c. 
Faisons x + ^ = < » nous aurons 

Si r -était Tunité; la question serait résolue, ëar on ixaràii 
alors les équations 

*x+ myz=zi et j^ + al==C| 

desquelles on tirerait 

i|ui donneraient par conséquent des nombres entiers pouif 
X et^y en prenast de pareils nombres pour t. 
Si r surpasse Tunité, nous aurons, à cause dé r-^a^ 

^ à = m'r + /i 

m'r étant le plus grand multiple de r que puisse c6n^ 
tenir a; et' substituant cette expression dans 1* équation 
iy -f- at = c I nous trouyerons 

Ty-^m'rt + /t = c, ou Kj' + m'O +'^'='^5 

nous ferons y -f* tiT/ ==? u , te qui donkiera 

/t + ru:=c: 

nous 'aurons donc les équations 

x^myt=zt, y -t^rnftznuy /t-^m^zc^ 

ijjEà , si / z= i; donneront 

^t prenant pour u un nombre entier^ on en dédirfra 

Jlussi des valeurs de t, dey et de x, en nombres entiers. 

Si / surpasse Tunité, il faudra opétèr sur la dernier» 
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^ équation //+ m = c , eomme sur les précédentes ^ et 
' puisque / est <^r, on aura 

m"/ étant le plus grand multiple de / que puisse con- 
tenir r. Par cette expression, l'équation /^ -:|-< ru =sc se 
chaDgera en 

faisant t + nCu = v^ on aura | 

et dans le cas où r' serait égal à Tunité, il en résulterait 
les^ équations 

x+my=it, y-\'nit=xiy ^4*7l^"u=v, u-f-/vi=:c, 

dont on tirerait ^ 

a?=^ — Tny, y=r:U'^mft, t=zv — mfa, a=o— /ir, 

valeurs qui seront toujours entières > siv est un nombre 
entier. 

Il est facile de voir que ce profcédé conduira nécessaî-» 
rement à une équation dans laquelle Tune des incon- 
nues aura Tunité pour coefficient, car les valeurs de 

r, /, r', s'obtiennent par. la même opération que 

celle qu'il faudrait faire pour trouver le plus grand 
commun diviseur des deux nombres 6 et a , et qui don- 
nerait pour dernier résultat l'unité , puisque ces nombres 
sont premiers entre eux. En effet, dans la suite des 
expressions 

£=:OTa + '*> a=:m'r+/, r = 7nV + r*, etc., 

r est le reste de la division de b par a , / celui de la divi'^ 
elon de a par r, f celui de la division de rpar/, et ainsi 
de suite. 

Compl, des Élém. â!Alg. i^ 
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i47« Je prends pour premier exemple cette question : 
Quelquun qui na que des pièces de S francs et des pièces 
dea^, se propose de payer une somme de log fi^; 
combien doit-il donner des unes et des autres? 

Soit X le nombre des pièces de 5 francs^ y celai dej 
pièces de fl4 > ^ yiendiâ 

on aura dans ce cas 
et on trouvera 

ce qui donnera 

x+4jr = <, y + t=:zu, t+4u=zios, 
d*où Ton déduira 

ae=:<— 4jr, jr==u — ^ «=109— 4a; 

remontant de la valeur de < à celles de^ et de x» on 
trouvera enfin 

Pour ne tirer de ces valeurs que des résultats positifs^ il 
faut ne prendre pour u que des nombres tels , qu'on ait 
5u^i09 et s4tt^54B; ces nombres doivent donc 
être compris entre ^ et ^ , c'est-à-dire ai et fl3 ; il 
n'y en a par conséquent qu'un seul, savoir aa, En sup- 
posant u==:aa> on trouve 

et en eiFet, 17 pièces de 5 francs font 85 francs, qui, 
ajoutés aveca4# donnent 109. 
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La question ci-dessus revient à partager le nombre 
109 en deux parties i dont l^une soit divisible par 5- et 
l'autre par 24 ; et ce cas paiticulier est remarquable 
en ce que le problème est déterminé et n*a qu'une 
seule solu1;ion , lorsqu'on exclut les nombres fraction- 
naires et les nombres négatifs : il n'en est pas de 
même de la question suivante. 

148. Quelqu*un achète des chevaux et des boeufs; il 
paie les uns 3i pièces de 5 francs chaque , et les autres 
Ao,. et il se trouve que le prix total des bœufs surpasse 
de 7 pièces celui des chevaux : combien pouvait-il y 
avoir de bœufs et de chevaux? 

En désignant par x \è nombre des' bœufs , et par y 
celui des chevaux , on trouvera 

aoj?=::=3yr + 7, ou aar-rrSiy == 7i 
dani le ca» actuel^ on a 

et il en résulte par conséquent 

j» = — 1, r=— n, to'=;— 1, r'=sHh'9, in'=-ri| 

on fera donc^ 

a:—y=^t, y-^tzr^u, «— -ursi/, Um^y:==:\f, 

et il viendra en dernier lieu 

ce qui donne^ en remontant aipc valeurs 4e x et de^^ 

v=^7+2w, u = a8 + 9w, t^=^'iSk + iiw , 
^ = 63 + flpw, a?=98 + 3iw. • 

Rien ne limite ici les valeurs de x et celles de ^ , qui 
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sont positives 9 lors même qu*on donne à w les valeiir» 
négatives —5, — fl, — i ; et si on fait^uccessivement 



^ — — 


3. 


on trouve jy =^ 3, 


x= 5. 


= — 


a 


= a3 


= 36 


^•~* «i"— 
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= 43 


=t 67 


=1 
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= 63 


= 38 


ss: 
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= 83 


= lag 


£= 


fl 


ï= io3 


== 160 


S3 


3 


^ ia3 


= 191 


«te. 




etc. » 


etc. 


Les valeurs de y 


f et celles de x font^ comme l'on voit. 



deux progressions par différences; dans la progression 
relative a y> la différence est égale au coefficient de x , 
et dans la procession relative àx^ la différence est égale 
au coefficient de y. Il est facile de s'assurer que cette 
circonstance a toujours lieu ; il suffit pour cela d#B&- 
monter dés valeurs générales de v, u, t (146) 1 â celles 
de X et de jr ; mais on va le voir encore plus sim- 
plement. 

i4g. Si on connaissaît à priori, ou qu'on eût trouvé 
par hasard^ une solution d'une équation indéterminée, on 
pourrait en obtenir une infinité d'autres, aVnai qu'il suit. 
Soit x = «> y^==fi9 1^^ deux valeurs données; on aura 
par hypothèse 

am+bfi z=:c\ 

retranchant cette équation de la proposée ox-f-^ =^c , 

il viendra 

«(x — «) + b(y^fi) îso, 

d'où on tirera 
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xnaîd puidque lés nombres a etb sont premiers entre eux^ 

fa quantité - (ifll — y) ne pqut être entière , à moins que 

;ô— -y ne soit unimultiple de a, condition qu'on remplira 
en faisant /B'-^y=zpa, p étant un nombre quelconque : 
par ce moyen , on aura^ pour déterminer x %t y, let 
deux équations 

qui donneront 

Ces expressions prouvent d'une manière très simple que 
les valeurs de a; et dej^ doivent, former des progressions 
par différences ^ telles qu'il a été dit plus haut. 

i5o. La théorie des fractions continues donne aussi 
la Solution immédiate de l'équation ax '^^byzzzdzc; 
car si l'on suppose d'abord c== ij que l'on développe 

là fraction r en fraction continue^ et qu'on représente 

par — la fraction convergente qui précède la pc©- 

posée y on aura (1228) 

on — bm = db 1 ;- 

puis multipliant les deux membres de cette équation 
par c, on aura 

acn — bem 5= rt: c. 

Ainsi on pourra prendre a: = c/i, y=cm'y on aura de 
cette manière deux multiples de sl et de h, qui diffère^ 
wnt entre eux de la quantité donnée ± c. 

i.&i. La médiode exposée- n"" 1 45 est géoéraIQ^^ëi 
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s'applique à quelque nombre d* équations que ce soit. 
Voici un exemple qui en présente trois : trouver un 
nombre qui , étant * divisé par a , donne pour reste i , 
étant divisé par 5, donne pour reste a, et étant divisé 
par 5 , donne pour reste 3. Soit N le nombre cher- 
ché, et X, y, z, les quotieas respectifs qu*il donne 
lorsqu'il est divisé par a , par 3 et par 5 ; il suit de 
renoncé ci-dessus, que 

J>r = ax+i, JV=3y + a, N—Sz+Z\ 
ces équations se réduisent immédiatement aux suivantes, 

ax + i=3y + a^ 3y-fa = 52i + 3, 
ou 

ax — 55y=i, Sy-i-5z=i. 

On résoudra d*abord la première coij^me si elle était 
fteule, et on trouvera 

y^=mt — I, x=:3l— f; 

m 

substituant la valeur de y dans Ta seconde, elle deviendra 

— 52 + 6^=4^ 
nouvelle équation qu*il faudra résoudre ; on en tirera 

s-— <=su, — 5tt + t = 4> * 
et par conséquent 

| = 5a + 4» a=:6u + 4' 
En remontant aux valeurs de x et de v, on aura 

et lune des équations proposées , lV=:ar+i, par 
exemple, donnera 

N = 5oa -f €&. 
hsk plus petite valeur que puisse avoir JV s'obtient en 
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faisant u =o; il vient alors iV= aS, nombre qui^ étant 
divisé par a> par 3 et pai: 5> donne en effet pour restes 
1, a, 3. 

Cet exempte , quoique fort simple ^ montre assez com- 
ment il £a,Qt opérer dans les cas plus compliqués. Lis 
lecteur pourra s'exercer encore sur les^ deux équations 

îi trouvera, en éliminant s ^ cette équatîoi» 

qu on simplifie en divisant tous ses termes par a y 
et qm doime 

Sx + 5y = 5qo. 

Faisant ensuite x -^y = £ , il vient 

x + 5t=5oo, ou x=5oo — 5t, y=^Bt — 5oo; 

mettant pour x et pour j^ cear valeurs dans la première 

des équations proposées^ qui est la plus simple >oft 

aura 

7»+ i5f == i56o: 

en résolv^t cette dernière^ on obtiendra 

r t = i56o — 7^^ 

y = 886o — 4^u^ 
. ar = 35a — 73oo , 

et on n*aura que deux solutions entières et positives , 
savoir, celles qui répondent à i* = aog et i«=aic, car 
u doit être >I^ et <^. 

i5s. Si on avait une équation à trois inconnues , 
^x^j^yj^ cz = dj, on passerait le tenuttcs dansi'autrtt' 
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membre, et il viendrait 

ex + fty = d — o* ; 

on ferait d — cz r=? c', et/ on n'aurait plus à traiter que 
Téquation ax+by^=i c'. Lorsqu'on serait parvenu à 
réquation dans laquelle l'une des inconnues n'a pour 
coefiicient que l'unité , on remonterait successivement 
aux valeurs de apetde jf, en substituant d-^cz à la 
place de c' ; et en supposant que v £ut la dernière des: 
inconnues auxiliaires (146) > l'expression de x et de y 
renfermerait alor* deux nombreâ entiers, v et a , qu'on 
pourrait prendre arbitacairement. 

Soit 5x + 8y + 7a=5o; on a, d'après ce qut 

précède, ^ 

5x + 8y =î 5q — 7» = c ,. 

et en faisant a = 5, 6=8, on trouve 

m=i, r=;3^ ro'=i, /=;a, m*=i, 1^=1, 
ee qui donne 

d'où on tire 

„— c'— 2v, t=3v— c', y=ac'— 5i/, x=8v— 3c';. 

et remettant pour c' sa valeur , on a enfin 

x= Si' -f- aia-— i5o, ^f = 100 — i4«— 5i/, 

expressions dans lesquelles on pourra prendre z et i^ 
arbitrairement, mais de manière cependant à ne donner 
poiur X et pour y que des valeurs positives. 

i53. La difficulté de trouver des solutions , soit en- 
tières, soit an moins ratioi^elles , dans les problèmes 
indéterminés qui passent le premiet degré, est beaucoup 
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plus grande que celte d'obtenir des nombreé entiers « 
dans les proUèmes de ce degré ; c'est pourquoi Je ne 
m'arrêterai que sur un petit nombre de cas ka plus 
simples. 

Je m'occuperai d'abord de l'équation 

/y = a + io? -f- caf^ + dj? + «^« • • + ha^^ 

dans laquelle y ne passe pas le premier degré y et qui 
donne 

a + Jo? 4- ex* + da? . . . + hx^ 

y = ! i \ ! . 

p 

n est facile de voir que lorsqu^on connaît une seuTo 
solution de cette équation ^ on en peut trouver une 
infinité d'autres; car si la. suppo^tion de X's=za. rend, 
la quantité 

divisible parp , tous les nombres compris dans la for- 
mule tt'\^np Jouiront aussi de la même propriété , 
puisque par leur substitution ^«au lieu de a: , la quan- 
tité a + Ax-f-co?* + da? + Çtc. prendra la forme 

a 4- fc# 4- c#* + J*3 j^ etc. ^ AnfK'\- BnY + etc. , 

«t que la partie a+i« + ^«*+d«^+6^c;. est divisible 
p^ur p , d'après l'hypothèse. 

Cer qui précè<3e prouve encore que si le problème pro- 
posé peut se résoudre en nombres entiers , il y aura né- 
cessairement une ou plusieurs' solutions entre - et —S; 

car si « était hors de ces limites , il serait possible de 
prendre nde manière que u±np s'y trouvât compris. Sj y 
par exemple^ « tombait entre 3p et 4p > t^^^^ plus près 
de 3p que de^Pi en prenant ii = — # 3 ^ on obtiendrait 
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un réiultat moindre que £. Usait de là que pour tom^ 

ber sur «ne lolntioa , il snfiini d'essajer pour x tous- 

les nombres entiers compris entre - et — -. 

Par ce moyen on s'assurera aisément que Féquatioa 

7j^ = 4 + 5x 4- 6x* 

A*eât pas résoluble en nombres entiers, pnîsqa^on ne 
trouve que des fractions , en prenant pour x tous \es^ 
nombres compris depuis -|-4 fusqu a — 4* 

i54* On peut aussi prouver que Y équation 

pjr = a + bx 4" ex* -f dx'- • • +bx'^ 

ne saurait ^ lorsque p est un nombre premier qui ne 
divise point a , admettre plus de m solutions en nombres- 
entiers ^ par des valeurs de x prises depuis o jusque p ; 
et voici comme le fait M. Legendre Ç^Mém. de tAca^ 
demie des Sciences , 1785). 

Si « est une de ces solutions^ on aura 

n désignant on nombre entier ^ et par conséquent 

retranchant cette équation de la proposée^ on obtiendra 

py^^n^{x'^)+c{cë''^'y^(pc?'-^^*..^^ 
résultat qu'on peut mettre sous la forme 

{Élém^ 180). Or, aucune des valeurs fie x ne pouvant 



DES ÉLEMENS D'ALGÉBRE. A99. 

être divisible par p, tant que a ne Test pas, si on prend 
*> ^ y, etc.,entre o etp, les quantités fi — <•, y — «, etc. , 
tontes plus petites qne p , ne pourront se diviser par ce 
nombre; le facteur x — m ne sera donc divisible dans 
aucun de ces cas par p : il faudra par conséquent que 
ce soit le facteur 
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Il résulte de là quç l'équation 

py'=y + c'x + dTx* + e'x^. . . +h'x^* 

sera résolue par toutes les valeurs /3, y, etc. ; et que ai 
le nombre de celles qui résolvent la proposée était 
seulement m-f- î > la précédente en admettrait m. En des- 
cendant ainsi de proche en proche y on arriverait à con- 
clure que Téquation pyxsza^bx devrait admettre deux 
valeurs entières pour a: entl-e o et p, ce qui ne saurait 
être , puisque les yaleurs de x forment une progression 
dont la différence est p (i49) • donc réquatiou proi^ 
posée- n en peut admettre que. m au plus dans ces 
limites. 

i55. Soit encore Téquation 

g -h &3g + cjg' + dx ^ + ex^ + etc. 

^ ~ (/-l-fc'x +c'x^ '+ dfx' +e'x^ + etc. * 

la plus générale de celles dans lesquelles une des in-^ 
connues ne monte qu'au premier degré. 
• Si l'on fait 

a + bx + ca^ + ^^ + «^ + ©te. = p, 
a' + b'x + c'x* + ifar' + è'x^ + etc. = q ; 

en éliminant X de ces deux dernières équatipi^s^ on en 
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trouvera une de là forme 
jt+Bp + Cq+Di^+ Epq + Fq^ + etc. =o,; 

entre p et q. Mab par Thypothèse, y = -, ou p-=zqyy^ 
substituant cette valeur^ l'équation précédente deviendra 

A+Bqy^Cq+DqY^Eqy'3tP<t+^^<^' = o \ 

tous les termes étant alors divisibles par q, excepté le- 
premier A^ il faudra que celuirlà le soit aussi, autrement^ 
fc et y ne pourraient pas avoir des valeurs entières. On- 
cherchera donc tous les diviseurs dû nombre ^; en les 
désignant par «,./3, y, etc.^ et en prenant successivement 
chacun d!eux pour q^ on aura les équations. 

« = â' + Vx + cx^ + etc., 
/S = a' + yx + cV + etc., 
etc., 

desquelles on cherchera les racines entières, et celles de 
ces racines qui rendront p divisible par q résoudront 
la question proposée. 

1 56. Voici un problème très simple qui se rapporte 
à l'équation précédente. TVouwer deux nombres tels,^ 
que si l'on ajoute leur produit à leur somme , on ob^~ 
tienne 79. Désignons ces nombres' par x et par j^, l'équa- 
tion à résoudre sera 

et prenant la valeur de y , nous trouverons 

70 — X X — 79 , j 80 

J x+i x+i x + i 

en faisant la division. Le dernier résultat faitvoir (px9}xk 
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'question proposée sera résolue ' en prenant peur x -f-i 
les diviseurs de 80 , qui sont 

ly a, 4, 5, 8, lo, 16, flo, 40, 80, 
^t qui donnent respectivement 
a; = o, 1, ,3, 4, 7, 9, i5, ijf^ 39, 7g, 
J' = 79> ^9> ^9> i5, 9, 7, 4, 3, 1, o. 

157, Je passe à Téquation 

0*"+ ix + cy + *^J^ +**y+j5'*===.o> 

où les deux inconnues montent au second degré; en 
la mettant sous la forme 

^ I /g^+A^_ a + boc+d xl' 

^ ^\ fJ^ 7 — :-' 

on en tire 

y - -^ "^ . 

ou, ce qui revient au même, 

•a^ + ea: + c = dbv/(^ar+c)«— 4/(ï+^^ 

En développant et ordonnant par rapport à o: la quan- 
tité soumise au radical, on lui donnera la forme... 
m+ 71X + px% dans laquelle 

Si on ne demande pour x et y que des nombres ration^ 
nels, soit entiers, soit fractionnaires , la difficulté du 
jroTilème se réduira à trouver des valeurs de x qui 
rendent la quantité 771+ /lar+^yj?» égale à un quarré 
parfait; et ce quarré étant désigné par t\ on aura 

^fy + ex'^ç = ±,t. 
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La résolution de Téquation to + nx + px* = t\ 
conduit à 

n ^ ^n^ -*- 4^P + ^^ 

a/i ap ' 
ou 

apx + y» = ±l/4p^ + »*— /i^/ii ; 
faisan^ J^'s^A et n* — J^pfnr=^B^ on aura 

fxpx + 1 = ±V/-^^* + 5- 

Par ce réanltat> la question est ramenée à déterminer t 

de manière que V^u^^-f*^aoitunquarré;carcequarré 
étant u% les deux inconnues x e^y ne dépendront plus 
que des équations du premier degré^ 

dont les coei&ciens c, e^f, netp sont rationnels > ainsi 
que les quantités t et u. 

La détermination de t, par la condition énoncée ci-* 
dessus , ou , ce qui est la même chose , la résolution de 

l'équation u=|/-^t* + ^ en nombres rationnels^ ren- 
ferme en général de grandes difficultés. L'un des cas les 
plus simples a lieu lorsque A est un quarré; en repré- 
sentant ce quarré par m\ on aura 

et supposant 4=; «£-f- y, il viendra 

quarrant les deux membres et réduisant^, on trouyera 

et par cpnséquent 

, B — v^ 
ti^^—^ •i 
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)>l*enant pour v un nombre rationnel, t deviendra un 
nombre rationnel, ainsi que u, et il en sera de mêriie 
de a; et de j^. 

Lorsque B est un quarré représenté par ^*, Téquatîon 
proposée se résout encore ^yec la même facilité que 
tout-à-rheure , en supposant i* =i'i +/8, ce qui donne 

équation qui se réduit à 

ou en divisant par t, à 

et d*oû il résulte 

Enfin si la quantité Jt''+ B peut ^tre décomposée en 
deux facteurs rationnels, «rf + ^> «'^+/8', en«orte 
qu on ait 

(Mt + fi) (/t + /) q= Ai^ + B, 
on fera 

on en déduira 

supprimant le facteur commun t^t^ fi ^ on trouvera 

Êksr — « 

i58. Quand on oonnait une valeur rationnelle de t 
on peut en déduire facilement une infinité d antres qui 
satisfont à l'équation proposée. Pour le prouver, soit « 
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la valeur donnée de i , et ^ celle de u qui en résuke ; on 

aura • 

fi=\/AM^ + B, on f^ = A0^+B; 

retranchant cette équation de u*=At^ -f-^^ il vient 
u*— /e»=-/^(t'— •')• ou u^=A(t^—m^)+fi'. 

Mais si Ton fait u = (t —«)i/ + il , il viendra ,' après 
rélévation au quarré et la substitutioA' dans Véiiuatioa 
précédente , 

divisant tout par t — « , on trouvera 

d*où on tirera 






A — v' 



formule qui donnera des nombres rationneb pour t, 
lorsqu'on en pjrendra de tels pour v. 

iB^. n est facile de faire autant d^applications qu*on 
voudra des formules ci-dessus, c'est pourquoi je me 
bornerai aux suivantes : JVouper deux nombres x et 
j, tels que la somme ou la différence de leurs quarrés 
soit égale à un quarré donné /S*. Les équations à .re^ 
•oudre sont 

^^o^z=:fi\ y — x* = ^% ^ 

et conduisent à 

expressions qui se rapportent immédiatement au second 
«as du numéro précédent. On fera j'=vx— /S, ce qui 
donnera pour Tune 



1 
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^ pour l'autre 

En développant; ces équations , on tirera de la première 



X ±= 



et de la seconde 









substituant cai valeura 4^8 ceUe àéy, on aura 

assignauit ensuite des Valeurs rationnelles à /8 et à v ^ ojh 
en obtiendra pareillement de telles ptmr x et pour j. 

Si Ton prend 0=zB',ie5 équations proposées dc>» 
Tiendront . 

t>n «ura dans la première " -■ '^. 

dans Itt seconde , » 



X 



lOV 



V*— 1 



' / 



'• • • - 

On ne peut supposer v ?= i , car l'une des expressions 
àey donnerait alors f> et Vautï;e-^; mars en faisant suc», 
céssiveiuent v=iây i>=t3^ v=^4> etc. , les solutions db r 
la première équation seront 

X = 4* a: = S, àr =s ff , été.. 



^. .. 



\ 



* t- 
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et celles de la seconde, 

a* — iî X — 22 a^ — il 
J^ — a> y — % * J — la' 

» 

On ne parvient point à des nombres entiers dans cette 
dernière , lorsqu'on ne donne qne des valeurs entières 
à v; mais si^on fait v= f^ il en résulte 

X = 19 et y =^ i5. 

Rien n*estplus facile que de résoudre la seconde ques- 
tion en npm^res entiers j lorsque iS* est impair; car la 
différence entre le quarré de a et celui de a -{- 1 étant 
aa + 1 , il suiEra de poser L'équation 

de laquelle on tirera •. ^ 

a = -!; 

et prenant f.t= a etjr=a+ 1^ il «k résultera 

Dans l'exemple proposé, où ^=:9â5, on trouve 

- tf = ^ = 12, 

et par conséquent 

comme ci-dessus. ' 

irëst'bou de' remarquer qu'on peut supprimer les 
dénominafeùrs^es valeurs de x. et de j^ sans change 
leurs relafions. ^ , 

Pour la première question on trouve 



^i- a ■; 
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et la racUte de la somme des quarrés de ces quantités 
devient 

' Si l'on écrit —'au lien de v, il vîeïidra' 



I • 1 



et 









On fera dlâparaitre les dénomiuateors 4e cette formule, 
en prenant fi=n\ éï il yiendra . . , 

j • - • • 

d'où os* 4-y ^?» (f»i*'rMy. On trouvera des résiiltats 
analdguea pour la secondé question (^. - 

Je ne pouss^ai pas plus Içia la résolufibn des équia^ 
lions indéterminées : ceux qui voudront a^appliquer 4en 
particulier à cette branche d^ Analyse j pourront con* 



i * . 



{*) Ces fomitilesf., qui aont très Amples ; donnent tons les' 
notnljirw fip^eif' qui fiea^eQt ' içttuî^tr 'des c6tés ée trifingle« rec' 
«angles, , ., - .,. ,.;i. • '.,..._ ^ : 

Le rapport àe« ç6tés de l^i^a([|e|jdi»kjg <^ J^ jUlikgçDte .df l'aa, 
des angles aigub, a ponr expricMion "* ^ 



y ■' 






. >» — 



■'~ ' t ai 



â'*oh il suit que ces triangles renfeinient^de^ an|l6i(,j4e t^ut^s-lcs 
gfandeui's. { Voyci les* Tables de Schulze, tome U^p. 3oB.> 

n est visible, par la formule "'' ' ' ^ 



• i 



IH» :p*4*p«. 



* • ■ • 

^pie l'^^-iasg;} JTy XW|t^liMIAftlfl^aftglêopposé mrcôié j-^ 

ao.. 
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•ulter let Mémoires de t Académie dèBerlirif ann. ijSg, 
et le a* volume de YJlgèbre d'Euier; ils y trouycrônt la 

•olution complète de réquation tt=|/u<^4- B ^ par 
Lagrange» et beaucoup d'autres recherches non piain» 
intéressantes. 

kD€s propriéUs des nombres. 

t6o« Les noiobtesi considérés en enx^mêmes , indé- 
pendamment défont sjstème de^ numération et de toute 
question particulière , ont des propriétés très ren^arr 
quables; plusieurs sont relatives à leur divisibilité Icj} 
uns par les autres ; telle est la proposition qui termine 
le n"* 16 > et idont-ydicik-^reuv». ^ 

. Sqit. nmn nombre pntùier^ v-'un tiosabrè-Bon^Vi' 
sible par n; le produit !ip'drrôé par yplaisseta^to^ou» 
àfO§ r^teS;diflSteénS|.tant«pief> sera* <<!».- <. 

£.et.^. dédisant des qoptiens çntieis ci^la ^mion 
des^ produifs.fyi et pp' par a,. et r 09 «^te qui soit le 
même pour ces deux opérations ; on aura , en rtftran- 
cbânt^la pr^Ettière ^éqnstîoh de la seconde ^ ' 

fp' — rp = (£'—£>,' - d'où ^^Û -= E—E\ 

et comme » n'est pis divisible par n, il faudra que 
jf^^p^lé BtkX'ÉléThî 97), ce qui ne sauraii: arriver 
tantqufe p êtp*" sont </!. /. . 

161. On possède ausM plusieurs théorèmes remar- 
quables sur la décomposition des nombres en puiseances 
parf^t^^ ^iif^t de iifism^^ ^ CQnl4^e»ta le pre^. 
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Qiîer arec succès rouvia^ que Diophaate nous a laissé 
sur r Arithmétique y ou plutôt V Analyse numérique, 
remarqua qu* u/> nombre quéleoiigue est- toujours ou un 
quatre, ou la sdnùne dé deux quatrés^ ou celte de 
trois , ou enfin celle de quûtrewi plus^ 

lOy par exemple^ est la somme dès deux quartés i et 3 » 

24, celle des trois quarrés, 4» 4 ^^ ^6> 

39, celle des quatre quarrés, 1, 4, 9, ^^ ^5. 

' * * ^ • 

Cette proposition fut démontrée ensuite par Fermât» 
l*un des plus grands géomètres dont la France 8*honore.> 
et qui enrichit de remarquejs le commentaire de Bachet; 
mais l'écrit où il se proposait de réunir les grandes dé- 
couvertes qu il avait faites sur la théorie des nombres, 
ne nous est point parvenu , et la propriété précédente 
n'était qu'un simple fait prouvé par l'expérience , jus« 
qu'à ce que Lagrange l'eût démontrée en 1 770 , dans 
les Mémoires de F jicadémie de Berlin.'Etîler a Tprouvé 
cette propçisitipn d'une manière un peu plus simple, 
dans la deuxième partie de l'année 1777 des Act^de 
r Académie de Pétersbourg (*). 

£n 1770, Wilsqn fit connaître la propriété suivante 
des nombres premiers : Si n désigne un nombre premier 
quelconque, le produit 1 . a .3 . • • • (n— i ), augmenté de 
r unité, sera divisible par n. 

Par.exemple, soit 7»=:7, on a » 

1 .3.3. . . .'•(«—1) = 1.2.3.4.5.6 = 720; 

( *) Fermât avait joint à cette remarque celle que touf nombre 
pouuait être ramené h la somme de trois nombres triangU" 
iaireSf ou cinq pentagonaux, et ainsi de suite, (Note de la 
page ig|6.) Cette dernière partie Aé ton beati théorème a enfin été 
démontrée par M. Canchj. ( Voyez le Supplément à VEssai 
sur la Théorie des^ nombres, par M. Legendre , p. i3. } 



"^ 
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en ajoutant Tanité, il vient yai, qui, &yhé par 7, donne 
io3 pour qnotieaty et il s ensuit que ce m^me nombre, 
divisé par tons ceux qui précèdent 7, à pardr de 3, lais- 
serait tou)onn pour reste l'unité. C'est encore Lagrange 
qui démontra le premier la yérité de cette proposi<- 
tion. ( Mémoires de t Académie de Berlin , année 
1771.) 

Il est bon de remarquer que les propriétés des nombres 
correspondent à des questions d'Analyse indéterminée ; 
celle que nous avons citée la première revient i prou- 
rer que Téquation 

peut toujours être résolue en nombres entiers , quelque 
nombre entier que Ton prenne pour ^ ; la seconde pro* 
priété suppose que dans Téquatitm 

1.3.3. •*. ..(»— !)•+• izisnx, 

a? est toujours unnombre entier Jorsqne n est un nombre 
premier. 

Il serait impossible , sans sortir beaucoup dés li- 
mites où je dois renfermer cet ouvrage , de développer 
Ici les démonstrations des théorèmes que je viens d*énon-> 
cer ; mais pour donner une idée de ces recherches , je 
vais exposer , d'après M.- Gauss , la théorie des restes 
que laissent les puissances d'un nombre^ lorsqu'on les 
divise par le même nombre premier ^ et qui conduit 
au résultat annoncé à la fin du n"* 58. 

163. Soit 4 par exemple > la suite 

i> 3, Si ^7» 81, 343, 739, etc., 

formée des puissances du nombre 3, et qu'on iJivise 
chacun de ses termes par le nombre premier 7| on 



h« 
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Aura les restes ci-dessons^ 

1, 3, s. S, 4, 5, I, etc., 

où Ton voit revenir, après 6 divisions, le premier 
reste i . Dans cet exemple , la période des restes em- 
brasse tons les nombres inférieurs au diviseur, ce qui, 
dans d'autres cas, n'a pas lieu. Dans la progression 

1, a, 4> S> i6> ^^9 etc., 

par exemple, les restes de la division par 7 étant 
seulement 

1, a, 4, 1, a, 4, etc., 

reviennent après trois divisions , nombre qui est divî-^ 
seur de 6, c'est-à-dire de 7 — 1 . La généralisation de 
ces remarques donne les théorèmes suivans : 

Dajis la suite des puissances, 



, ^, a*, a\ 



1. a« o% a\ ... 



il existe, outre le premier terme ^ un termes*, qtd, 
divisé par un nombre p, premier à la base a, laisse 
tunité pour reste, t étant moindre que p. 

Cest-^-dîre que, E désignant nu nombre entier 
quelconque, on a 

a' =r= JEp + 1. 

Soit en ^néral a"*= E^ +^} en donnant à m un 
nombre de valeurs égal à p , on doit rencontrer au 
moins deux fois une même valeur de m, puisque « est 
un entier <Cp, Soit donc m' la valeur de m, qui donne 
cette répétition, et £' la valeur de E, qui lui cor- 
respond ; on aura ' » / . 
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mais comme a n est pas divisible par p, a"* ne lésera 
pas non plus (^Élém. 97); et puisque (^ — E)p 
Test, il fiîiiâra que rf"'":* — i -le soit : donc a"'-"" — 1 
€8t de la forme Ep, et a"'"*"* de la forme Ep^^i. 

n est yisible que m'—- m<p', en partant du pre- 
mier terme i=a**, on rencontrera donc le terme a"*'"^, 
avant d'ayoîr atteint Texposa^t p. 

Par exemple , dans la progression 

« 

a% a*, a% a^ etc. ^ ; 

r 

on a a** = 4^96 9 qui , divisé par iS, laisse t de reste. 

i63. En partant du termfe a'= jEp 4* ^ » ontrouyo 

a' = £p + 1 , 

€^=a^Ep + a\ 
af^=ià?Ep + c^, 
etc. ; 

tfoû l'on Toit que les restes reviennent les marnes que 
ceux des puissances d ,. a% c^ . . . jusqu'à a*^* inclu- 
sivement; ainsi tous les restes que peuvent fournir les 
differens termes de la suite se présentent dans l'in* 
tervalle 

On peut encore voir, immédiatement que le terme 
a?* est de la forme -Ep + 1 ; car en faisant ô*==£p4-i, 
on trouve 

Q!''=.{Ep'{' i)»==J?»p". .+nJE:p+i=^(£7p«-'. .+n£>Hi 
ce qui revient à la forme indiquée;» 

1 64- £n classant par périodes /. dàn^ lesquelles re- 



r 
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viennent les mêmes restes , la suite des puissanOBç d'un 
nombre > ce qui précède fournit le moyen d'obtei^ir Ici 
restes des puissances très élevées; car si Ton demande , 
par' exemple^ dans la progrçssion 

S»,,3»> 3\33, etc., 

le reste de la division du terme 3'^^ par i3, on cher-^ 

chera d'abord à quelle puissance on ^a Tunité pour 

reste en divisant par i3, et on trouverait 27 ou 3^> 

on aura par conséquent aiiisi de 3 en 3, Tunité : divisant 

donc 1 000 par 3 , le reste 1 m'arquera le rang que tient 

3'*^ dans la période/ et qu'il laisse le m^nie reste 

que 3'; donc ce reste sera 3. , 

Tout ce qui précède suppose seulement, que p soit 

premier par rapport à a : ce qiû suit ne s'applique 

qu'aux nombres absolument premiers. 

i 
i65. Si p est un nombre premier qui ne divise point à» 

et a* le terme du plus petit exposant, pour lequel on 

ait a*=Ep+i, l'exposant t sera ou p — 1, du un 

diviseur de ç-^i. 

On a déjà vu que ^ ne .peut surpasser p -•- 1 ; il reste 
à montrer qu'il doit diviser p-r- 1, 

Soient d'abord i, #^ «", etc. les restes des termes 

1, a, a*, a'-»; 

te nombre de ces restes n'étant égal qu'a t , ils ne 
comprendront pas' tous les nombres 1, â, 3, . . .p — i , 
dans le cas actuel, ou Ton suppose r<p — r : ils sont 
d'ailleurs tous diiférens, puisque s'il 7 en avait deux 
pareils pour deux termes a"*, a^, antérieurs au terme 
û', il s'ensuivrait que a* — a'^=za%a^'^ — 1) sôrait 
divisible par p, ou que â*"^, diviaé par p, laisserait 



/ 



/ 
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Vanité pour reste, ce qui né peut arriver dans l'in- 
tervalle de 1 à a*. 

* Soit fi un des nombres de la série i , a>. . .p— 1> non 
compris dans la série i, •', «*, etc. ; si Ton multiplie 
chaque terme de celle-ci par /0> on formera la série 

/S, m' fi, m" fi, etc., 

dont la division par p conduira aune nouvelle série 
de restes que je représenterai par 

fit 0t Ri ' ^^* * 

tous dîfférens, i*. entre eux, a*, avec les restes i, «, 
m", etc., dont «désignera un quelconque. 

La première assertion se prouve en multipliant par^ 
les deux équations 

correspondantes à deux termes de la période i, a, < . « • . 
a*"', on aura 

Aï"» = fiEp + s fi , fia*^ = fiE'p + M fi ; 

or, si les nombres mfi, »fi, divisés par pj laissaient 1« 
même reste fi^, il ' viendrait 

»fi = ep + fi^9 

M'fi=e'p+fir, 

d» > . ♦ 

.0» ^ •• 

. fioT" ^ BEp +,ep + fi^, 
... fiar'z^ fikp+ e'p^,fi\ 

.-.^a^^^yz::zp(:E'fi — Efi + e*^e); 

et connue fi n'est pas divisible parp , il faudrait que la 
"différence a"*' — o"* le fût, ce qui est impossible dans 
)*inteTvàllé de 4 à a*. 
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La seconde assertion s'appuie sur ce que si Tun des 
nombres de la série iS', ffy etc. ^tait le même que 
quelqn^un de ceux de la série i, «^^ J'y etc.^ on aurait 
en même temps 

a" = £p + # et fia"^ =fiE'p + fiJ=zE''p + tt; 

or, cela ne peut être quand 7n'<^ m, parce qu'il en 
résulterait 

ar^—fiar^—pÇE—E'), ou a"»'(a«-"*'— /8)==pCE— £")", 

il faudrait donc que a^^^ — ^ fut divisible par p; 
et comme le terme «"*•"**' ne peut laisser pour reste 
qu'un des nombres i, m\ J'y etc. , Il faudrait que ladiiFé- 
rence entrée et ce dernier, futdiyisib)^ ^^^Pr ce qui ne 
peut être , puisque tous deux sont moindres que p. 

Si m' "^ m y on considérerait alors l^^terme a*"*""*, qui 
laisse le même reste que a"*^ et on aurait 

a"^ — /Sa»*' = p (£:— jB") , 
d'où 

a«' (a'-^«-«' — /3) =:p (£ — £"); 

or, ^ + m— m'<^^ dans cette bjpotlièse ; ainsi l'ab- 
surdité est encore la même que dans le cas précédent. 

La série /S , /s', /8*, etc. n'ayant aucun terme commun 
avec la série i , «, J ^ etc. , elles contiennent en- 
semble un nombre *kt de termes. 

Si ces termes n'épuisent pas les nombres i, a, . .p— 1> 

on multipliera les termes de la série i , J, J', 

par y, l'un de ceux qui manquent, et on aura un 
nombre i de résultats. 



y, «V, «"y, etc.. 



qui conduiront à i restes 



V; y\ y", etc. 
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difFérens , i*. entre eux , o?. avec le^ termes de la série 
1, m\ a^ etc. » 3^. avec ceux de la série /S, fl ^ /à"^ etc. 

Les deux premières assertions se prouvent comme 
précédemment; la troisième se vérifie en observant 
que si Ton avait en même temps les équatioqs 

^a- = £p + /r, 
yar^= Efp+ 9^\ 

il en résulterait j si w!^m, 

jg^»-n/ — y serait par conséquent divisible par p ; et 
comme jSa*""*^ donne pour reste un . des nombres 
de la série $y ff ^ etc. , moindre que p, il faudrait que 
la différence entre un de ces nombres et y, aussi 
moindre que p , fût divbible par p, ce qui ne se peut. 

Quand m'> m, on considère le terme a*^^, qui donnje 
le même reste que a'"> et on a Téquation 

û«' (jSa^*-"-"' — y) = pCfi" — -fiT) , 

absurde par les mêmes raisons que la précédente. 

Et joignant les t termes compris dans la série 
V f y'i etc. avec ceux des séries précédentes » on a en 
tout Zt de nombres distincts > tous entiers^ tous 
moindres que p. 

Si les i^ombres i , a,. . .p— i , ne s'y trouvent pas 
tous compris ^ en prenant un de ceux qui manquent » 
on formera une nouvelle série entièrement dbtincte 
des trois précédentes , contenant t termes ^ et en con- 
tinuant , puisque rien ne s'y oppose, de procéder 
ainsi, il faudra bien qu'on épuise, par un nombre 
multiple de t , ceux de la série i , a , . . . p — i , q^i 
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i^en renferme qu'un nombre limité : donc t sera un 
diviseur^ de p-i-i. 



266. la. quâûtité ^--^-^ étant ^nombre eatier, si on 
élève les deiix>membxes de l'équatipn , _•:, t. 

a' = JEp + i . 
à la pu^s3apce marquée par ce nombre > il viendra 

tous les ;te]çi^^) du^ développement de cette puissance /^ 
excepté le dernier , qui est i ^ seront divisibles p^r p, 
ainsi i*on aura 

tfôù îl suit que /e nombre^é^^-^i estdwisïbUpar.le 
nombre premier p lôtsgue a ne /'e^t paj. Théorème dû 
à Jermat/et^atonservé le nom'de be^ géomètre. | 

s '.. . - • 

167. // e^^z^fe des nombres tels f, qu* aucune de leurs 
puissances / dans les degrés inférieurs a p — i;ne donne 
pour reste tunité, lorsqu'on la diyis^e par p. ;,.:,,> ^ ^ 

doit a, 6, c, etc. les facteurs premiers de p— -1 « 

• • •' ' ' *i.A y •''-■■ •' ' ' ^'■■' --'■ '''^ ^^ '"* 
en »orl» que a* fr c etc. =.p~ij.; oa^ va montrer; 

d'abord" qu'il 'existe des faômb^es.X aff.,C^.teis/que, 

leurs puissances ^* , B^ ^ O , sont eelleà dû degré - 
le moins élevé qui^ dans la division par p, laissent 1 
pour reste , et ensuite que le* produit ABC de ces 
nombres est tel-, -que {ABC efù!)^^^ est celle de ses 
puissaaces du degré le moins élevai sur liftitteUe là divi* 
sioa par p laisse i pour reste* * ' 
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Comme depub o jusquàp l'équatiOQ pyzszx^-^^i- 

n'admet aa plus que m valeurs entières pour x (i&4)» 

p — 1 

il s'eosuitque si l'on considère la quantité X ^ — ;i., il 7 
aura nécessairement dans la série 1, a, 3^. . •P"-'i> un 
nombre qui , mis à la place de x , ne reildra pas 

X ^ -* 1 divisible par p* 
Ce nombre aura également la propriété^de ne pas 

rendre x '^ — ? 1 divisible par p, car s'il satisfaisait 
à la ooiidition x '^è^i ozEp, îî sHtisferàit aussi à 
x"^— i=fr/> (i63). -^^ 

Soit g ce nombre; on aura g •* =J?/i+A (*), 
£ désignant toujours un entier ; et en élevant à là puis- 

sance a les . deux membre de «yotte .^équ^tionv iU 
viendra 



• t • 



jE' désignant aussi titf entier. \ . . ^ 

Ainsi gP^' — A« est divisible J)er*pt mais J?ar le 
tliéorffme de ï'ernïatf *(i G6) , |; étanV,pVe^er. ji p. / 
g^^iU* t est divisrbïe pktp , où g^"^ est de la forme 



T ^ 



- ( * ) • û • fi»# o^Nr qj^'m^ «»4dns to«k eé qai s'tSt ^ la Icttite g 
a pour exposant la fraction pUoi^ç^^'fkwis.i s..';.! . - -• 
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et par conséquent A** — i est divisible par p. Les puis- 
sances a*^ , a , etc. , de A , pour lesquelles 



etc., . .. 

ne remplissent point cette condition^ puisque les quan- , 

• • • « * • • 

tités g *^ > • • • g" ** > etc. , par hypothèse , ne la rem- 
plissent pas; maïs d*ap]^ le n^' i65, le plus petit 
exposant de la puissance du nombre h^ qui Tend la 

quantité A' — i divisible par p , doit diviser d , puisque 

A* — 1 est divisible par p; or a étant premier, a ne 
peut', être divisé par d'autres nombres que a et ses^ puis- 
sances, mais ce ne peut être aucune de celles qui aont^; 
inférieures à la puissance •, puisqu'on vient de voir 

que h* — - 1 ne saurait ^tre dlyi^ible par p , quand 
g * ne l'est point : donc t^sia^; donc le pombre ft,^ 



reste de la division de g ** par p^ est le nombre A, 
demandé. On trouverait de même des nombres B , 
C, etc. 
Maintenant, puisque les nombres 



f . 
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•ont de la forme Ep+ i , leun puissances et les pM-* 
doits de ces puissances seront aussi de la même 
forme (i63), et par conséquent 

sera aussi de cette forme; et de plus, /i— i sera le 
plus petit exposant qui rend {ABCy — i divisible par/7. 
En effet « si l'on suppose que le produit des nombres 
A, B, C, soit tel, que iABC)'=Ep+i, t étant 
moindre que p — * i , . il. faudra que t divise p — i , 

OU que ^-- — soit entier ( i65 ) ; et puisque 

p-^i = a6 c , le quotient ne peut être qu*un des 
nombres a, b, c, ou un de leurs multiples. 

Soit, par exemple^ S„^^?:^na^ on aura p -— i :=s,nat, 

d*ôù^— - .T=»; ainsi t divisera ^ — : dans ce cas, 

a % . a . 

P — 1 

et en vertu de l'hypothèse, {ABC) ^ — i sera diyisiBIe 
parp(i€3); mais puisque B, C, séparément, sont 
teb que 

le produit £«^""'*^'^C**""'^f=(2?C) « z^zE^p+i^ 

E=i / • ezî . . 

et si (^ABC) « =£>+!, ii faut que ^ ** =£rp+i, 
f^— I 

car -^ * =£*p+A donnerait 

iABC) « ^{E''p+i)i^p+h)z^£'y+h', 



*• 
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or, ji étant tel, que ui* — i est divisible par p, il 
faudra y par le n® iG5, que a divise ^—^ — , ou que 
p—i 
a 



a 



soit un entier > ce qui est impossible, puisque 



p — 1 abc b c ^j 

c r= -— = : on ne peut donc pas sup- 

a a . 

poser t d*un degré inférieur à p — i. 

i68. U suit de là que si on désigné par g le produit 
ABC y ou le plus petit reste de ta division de ce produit 
parp^ ou enfin un nombre tel, queg^^' en soit la puissance 
la moins élevée de la forme Ep^\ , les restes de la 
division par p des puissances 

comprendront tous les nombres i; 9, 3, ...p— r; mais 
dans un ordre différent de l'ordre naturel. 

Si , par exemple , p =ri 9 , on pourra prendre g=2y 
«t en oivisant les diverses puissances de ce nombre 
par i9> on formera la table suivante : 

Puissances, a®, la", a*, a', a*, a*, a^, a% a». 
Restes. 1, a, 4, 8, 16, i3, 7, i/f, 9, 

Puissances, a», a**», a", a", a'^ a'*, a'^ a*^, a'^. 
Restes. 18, 17, 1 5, 11, 3, 6, 12, 5, 10. 

n y a entre ces restes et les exposans auxquels ils 
correspondent, des relations analogues à celles des 
nombres et de leurs logarithmes, et Euler a désigné 
sous le nom de racines primitives , par rapport au 
nombre p, ceux dont les puissances fournissent tous 
les restes i, a, 3, . . . .p — 1 ; de cette manière a est 

CompL des Élém^ d*Alg*^ ^1 
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racine primitive à Végard de 19. La même racine pri- 
mitive peut convenir à plusieurs nombres premiers , et 
le même nombre premier a le plus oi^âind^ement plu^ 
sieurs racines primitives. On n* a pas encore de procédé 
pour trouver directement ce» racines; mais La^ange> 
dans son Traité de la Résolution des Équations nu- 
mériques (p. 278 de la a* édit.)j en a donné une table 
pour les nombres pretoiîers fusqu*à 37, à cause de leur 
usage dans la résolution de Téquation x^ — \ r=r o » 
découvert par M. Ganss , et qu'il a lui-même beaucoup 
simpli&é, en le combinant avec la méthode exposée 
dans les n°* aZ et a4'> voioi à peu près comme il {nrocède. 

1G9. Smt îéquation 

x**— 1=0 (1), 

p étant un nombre premier; si Von en ôte le facteur 
x — 1 ^ on aura seulement à résoudre Téquation 

af-» +acP-* +a?P-3 -+- 1 ==0, (2) 

dont les diverse» racines se déduisent des ptrissancés 
d*nne seule (17), en sorfeqoe si l'iine quelconque de 
ces racines était désignée par r, -les aufries sèràiefit 7** 
r^,. . . .r^""*. Mais si a représente une des racines pri-^ 
mitives du nombre p, on trouvera aussi toutes les 
racines de Téquation (a) dans la série 

puisque les exposans de r, divisés par p, laisseront 
pour restes tous les nombres en^ti^s , depuis 1 jusqu'à 
p — i (168), les seuls dont il faille tenir compte, à 
cause que r** = i , en vertu de l'équation (1). Substi- 
, tuant donc aux racines x\ x", a;*, etc. , dans la fonc- 
tion ^ du n** a3, las puissances de r prises dans l'ordre 
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indiqué ci-dessus , et .changeait wi en p — i , on aura 

tz=:r+uf'+ ^r^" + it'^r''' .... + «^"'^r^"*, 

« étant une des.racinçs'autce que i , de Téquation 

y-»— 1 ==0. 

Cela posé, si dans rexpression de ^ on change 'r en r", 
elle deviendra 

et cohime a'^*, divisé par p, laisse i pour reste , la 

puissance r^ sera. équivalente à r, ce qui changera 
Texpression ci-dessus en 

résultat qui est le même que celui qu'on déduirait de la 
première và\eur de t, en la multipliant par «'^*, et 
en observant que «p~'= i • on aura donc 

Changeant r en r* dans cette dernière expression , on 
verr^ de même que c'est comme si on l'avait multipliée 
panieP""*., que le résultat est par conséquent ]a valeur de 

ciT^H, et qu'il naîtrait aussi du changement de r en r^'' dans 
la première vfilepr.de t. Un nombre p — 2 de pareils 
changemens successifs , épuisera tous ceux qu'on peut 
faire en sub3tituant kr $e$ diverses puissances, puis- 

qu'elles reprennent les mêmeç valeurs à partir de r^ 
On formera donc ainsi les valeurs des p — i fonctions 

dont la puissance p— *i sera la fonction 9, qui aura par 
conséquent la pi;;opnété de conservetla même valeur, lors-» 

ai. . 
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qu*on y changera r en /*, r^*, r**, etc. Son expredsion, 
développée suivant les puissances de « rabaissées au- 
dessous du degré p«— i > sera de la forme 

où les fonctions || t» V9 etc. , ne contiendront que des 
puissances entières et positives de r, et demeureront les 

mêmes, lorsqu'on y changera r en î*, /'*,etc.(a4), 
propriété qui en simplifie considérablement Texpression. 

170. D*abord, il est évident que toute fonction ra- 
tionnelle et entière de r, peut être réduite à la forme 

quand r^ = i , et qu ainsi elle peut encore être mise sous 
la forme 

lorsqu*on substitue aux exposans 1 , â , 3,.... p — 1 , les 
puissances de a , dont ils dérivent comme restes de la 
division par p ; seulement Tordre de succession des puis- 
sances n*étant pas le même que celui des restes , les 
coelBciens B, C, D ,,,.. P, changeront de place , en 
passant <3'une forme à Tautre; ff ^ par exemple , sera 
Tun de ces coeffici^ns, mais non pas le même que B, 

Si maintenant la fonction dont il s'agit doit demeurer 
la même , lorsqu'on y changera r en r*, ce qui est le cas 
des fonctions l , f , etc. , il faudra que l'égalité 

ait lieu indépendamment de r^ et que par conséquent 

ffzizc, c^a, v—B, . 



->-,Tf I 
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Tâleurs qai réduisent à • ^ 

>^+ ^(r+r^ + r^" + r«\ . . . . +1^'"*), 

la fonction proposée, ou bien à 

A + ffs, 

si Ton désigne par s la somme de toutes les racines 
de réquation (2). 

11 suit de là que les fonctions î, f, etc. seront con- 
nues immédiatement; car le développement de é ou 
de i''"* donnera les coefficiejns A et B\ et on a 5= — 1, 
puisque le coefficient du second terme de l'équation (a) 
est +1. La fonction ^ étant donc ainsi déterminée. 



f-*. 



on pourra , au moyen des p — 1 valeurs de y^ , for- 
mer les valeurs d^ r, par le. procédé indiqué dans le 
n* 26 *, Usera donc toujours possible de résoudre algé- 
briquement V équation x? — 1=0, p étant un nombre 
premier, lorsqu'on aura les racines de P équation 

•171 . La démonstration de ce théorème est le résultat 
le plus important de la méthode précédente ; car , pour 
les applications numériques , on a , depuis long-temps , 
un procédé beaucoup plus commode ( voyez la note de 
la page 1 19) ', je n entrerai donc pas dans le détail des 
abréviations dont cette méthode est * susceptible , à 
cause qitep^— 1 est toujours un nombre composé (a 6). On 
les trouvera dans l'ouvrage de Lagrange (*); je me bor- 



{*) On prouverait, par leur moyen, que les racines de toute 

équation de la forme x -— 1== o , lorsque son exposant est un 

nombre pnemier, ne dépendent que d'équatioos du second degré, 
et que par conséquent on peut effectuer, avec la règle et le compas, 
la divisioa du cercle en a" + i parties égs^Ies. 
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ê 

nerai au déyeloppement d'un exemple très simple , des^ 
tiné seulement à particulariser les indications générales 
du n** précédent. 
L'équation x^— -i=:o étant ramenée à 

x^ + x!^ + a^ + x+i=zo, 

et la racine primitiTe de 5 étant a ^ on aura 

ce gui revient à 

en abaissant au-dessous de 5 le dernier exposant de r, 
et • étant une des racines autres que 1* unité ^ dans 
l'équation ^ — i ts o. 

En eiFectnant le développement de f ^ dans la fonûe 
on trouvera 

1=-.!, r=4, r=i4, r=-ie; 

d'où 

pub mettant pour « ses trois valeurs ; qui «ont 

on trouvera 

é" = — i5 + aov/— 1, 
#•== — i5 — apv/^. 

Le procédé indiqué dans le n* aS , fournit les équa- 
tions 
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{/7z=z a/ + /Sx" + fi^x" + /8V% 
V/r = x' + yx' + '/'oc" + y^x^^ 

qui, jointes à l'équation 

A=raf + x" + x'' + x'^, 

donneraient 

et par conséquent 

4. _ 4 _ À 

mais'commecliacuBe des expressions v/^^> k^^ VÏ'» 
est susceptible de quatre valeurs , Temploi de toutes ces 
valeurs en produirait 64 po«rr Tinconnue. r, entre les- 
quelles il faudrait faire un cboix, par des conaidéra-' 
tions analogues à celles qtii terminent les n®* ig et se.' 
Lagrange ne s'étant pas rappelé cette circonstance , à 
donné , sur la page 2284 de son ouvrage , un résultat 
inexact; mais on est dispensé de tout examen ulté* 
rieur y quand on cherche les racines communes aux 
équations 

r* + r3 + r^ + r+ 1=0; 
et 

, t = r + «r* + Af*r*+«3r3. 



4 



Lorsqu'on fait «i= — • 1 , ^ = y/? = v/5 , on trouve \ 

le facteur commun ^ 
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d*où on tire 

En prenant t =— i/5, ce qui revient à cbaDger le 
•igné de |/5^ on obtient 

r = i (— i — /5 4: V^a l/5— lo). 

Ces valeurs et les précédentes sont celles que , par 
la méthode indiquée n** aS , Lagrange a obtenues à la 
page 393 de soii ouvrage^ et que dontfe aussi la méthode 
du n<» 56. 

. 179. Ce qui précède suffit pour montrer l'importance 
et la difficulté de la théorie des nombres ; les lecteurs 
qui voudront s*en instruire â fond , pourront consulter 
rbavrage où M. Legendre a> le premier» réuni cette 
théorie en un corps de doctrine eonîplet, et les Dis- 
quisiùones arithmeticœ de M. Gaùss. Les premi'ers 
matériaux de cette théorie sont l'ouvrage des plus grands 
géomètres de notre siècle , qui ont démontré la plupart 
dtfs propositions dont Fermât ne nous avait laissé que les 
énoncés : leurs travaux sont consignés dans les Recueils 
des Acadé^nea dé Paris ; de Berlin et de Péter^bourg. 

FIN. •: 



De l'Imprimerie de M°« V* COURCIER , rue d» 
. ' Jardinet-Saint-Ândré'des-Arcs. 



• « 



■ •» 



•V. -^f ■:■■ 

'4 ■ 




ri 






